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ABSTRACT
T r a n s f o r m a t i o n  i s  a  p o w e r f u l  t o o l  f o r  m o d e l  b u i l d i n g .  I n  
r e g r e s s i o n  t h e  r e s p o n s e  v a r i a b l e  i s  t r a n s f o r m e d  i n  o r d e r  t o  
a c h i e v e  t h e  u s u a l  a s s u m p t i o n s  o f  n o r m a l i t y ,  c o n s t a n t  v a r i a n c e  a n d  
a d d i t i v i t y  o f  e f f e c t s .  H e r e  t h e  n o r m a l i t y  a s s u m p t i o n  i s  r e p l a c e d  
b y  t h e  L a p l a c e  d i s t r i b u t i o n a l  a s s u m p t i o n ,  a p p r o p r i a t e  w h e n  m o re  
l a r g e  e r r o r s  o c c u r  t h a n  w o u ld  b e  e x p e c t e d  i f  t h e  e r r o r s  w e r e  
n o r m a l l y  d i s t r i b u t e d .  T h e  p a r a m e t r i c  m o d e l  i s  e n l a r g e d  t o  i n c l u d e  
a  t r a n s f o r m a t i o n  p a r a m e t e r  a n d  a  l i k e l i h o o d  p r o c e d u r e  i s  a d o p t e d  
f o r  e s t i m a t i n g  t h i s  p a r a m e t e r  s i m u l t a n e o u s l y  w i t h  o t h e r  p a r a m e t e r s  
o f  i n t e r e s t .  D i a g n o s t i c  m e th o d s  a r e  d e s c r i b e d  f o r  a s s e s s i n g  t h e  
i n f l u e n c e  o f  i n d i v i d u a l  o b s e r v a t i o n s  o n  t h e  c h o i c e  o f  
t r a n s f o r m a t i o n .  E x a m p le s  a r e  p r e s e n t e d .
I n  d i s t r i b u t i o n  m e t h o d o l o g y  t h e  i n d e p e n d e n t  r e s p o n s e s  a r e  
t r a n s f o r m e d  i n  o r d e r  t h a t  a  d i s t r i b u t i o n a l  a s s u m p t i o n  i s  s a t i s f i e d  
f o r  t h e  t r a n s f o r m e d  d a t a .  H e r e  t h e  i n t e r e s t  i s  i n  t h e  f a m i l y  o f  
d i s t r i b u t i o n s  w h ic h  a r e  n o t  d e p e n d e n t  o n  a n  u n k n o w n  s h a p e  
p a r a m e t e r .  T h e  gam m a d i s t r i b u t i o n  (k n o w n  o r d e r ) ,  w i t h  s p e c i a l  
c a s e  t h e  e x p o n e n t i a l  d i s t r i b u t i o n ,  i s  a  m e m b er o f  t h i s  f a m i l y .  An 
i n f o r m a t i o n  n u m b e r  a p p r o a c h  i s  p r o p o s e d  f o r  t r a n s f o r m i n g  a  k n o w n  
d i s t r i b u t i o n  t o  t h e  gam m a d i s t r i b u t i o n  (k n o w n  o r d e r ) .  T h e  
a p p r o a c h  p r o v i d e s  a n  i n s i g h t  i n t o  t h e  l a r g e - s a m p l e  b e h a v i o u r  o f  
t h e  l i k e l i h o o d  p r o c e d u r e  c o n s i d e r e d  b y  D r a p e r  a n d  G u t tm a n  ( 1 9 6 8 )  
f o r  i n v e s t i g a t i n g  t r a n s f o r m a t i o n s  o f  d a t a  w h ic h  a l l o w  t h e  
t r a n s f o r m e d  o b s e r v a t i o n s  t o  f o l l o w  a  gam m a d i s t r i b u t i o n .  T h e
i n f o r m a t i o n  n u m b e r  a p p r o a c h  i s  i l l u s t r a t e d  f o r  t h r e e  e x a m p le s  a n d  
t h e  im p r o v e m e n t  t o w a r d s  t h e  gam m a d i s t r i b u t i o n  i n t r o d u c e d  b y  
t r a n s f o r m a t i o n  i s  m e a s u r e d  n u m e r i c a l l y  a n d  g r a p h i c a l l y .
A g r a p h i c a l  p r o c e d u r e  i s  p r o p o s e d  f o r  t h e  g e n e r a l  c a s e  o f  
i n v e s t i g a t i n g  t r a n s f o r m a t i o n s  o f  d a t a  w h ic h  a l l o w  t h e  t r a n s f o r m e d  
o b s e r v a t i o n s  t o  f o l l o w  a  d i s t r i b u t i o n  d e p e n d e n t  o n  u n k n o w n  
t h r e s h o l d  a n d  s c a l e  p a r a m e t e r s .  T h e  p r o c e d u r e  i s  e x t e n d e d  t o  
i n c l u d e  m o d e l  t e s t i n g  a n d  e s t i m a t i o n  f o r  a n y  d i s t r i b u t i o n  w h ic h  
w i t h  t h e  a i d  o f  a  p o w e r  t r a n s f o r m a t i o n  c a n  b e  p u t  i n  t h e  s i m p l e  
f o r m  o f  a  d i s t r i b u t i o n  t h a t  i s  n o t  d e p e n d e n t  o n  a n  u n k n o w n  s h a p e  
p a r a m e t e r .  T h e  p r o c e d u r e  i s  b a s e d  o n  a  r a t i o ,  R ( y ) ,  w h ic h  i s  
c o n s t r u c t e d  f r o m  t h e  p o w e r  t r a n s f o r m a t i o n .  A l s o  d e s c r i b e d  i s  a  
r a t i o - b a s e d  t e c h n i q u e  f o r  e s t i m a t i n g  t h e  t h r e s h o l d  p a r a m e t e r  i n  
i m p o r t a n t  p a r a m e t r i c  m o d e l s ,  i n c l u d i n g  t h e  t h r e e - p a r a m e t e r  W e i b u l l  
a n d  l o g n o r m a l  d i s t r i b u t i o n s .  R a t i o  e s t i m a t i o n  f o r  t h e  W e i b u l l  
d i s t r i b u t i o n  i s  a s s e s s e d  a n d  c o m p a r e d  w i t h  t h e  m o d i f i e d  m axim um  
l i k e l i h o o d  e s t i m a t i o n  o f  C o h e n  a n d  W h i t t e n  ( 1 9 8 2 )  i n  t e r m s  o f  b i a s  
a n d  r o o t  m e a n  s q u a r e d  e r r o r ,  b y  m e a n s  o f  a  s i m u l a t i o n  s t u d y .  T h e  
m e th o d s  a r e  i l l u s t r a t e d  w i t h  s e v e r a l  e x a m p le s  a n d  e x t e n d  n a t u r a l l y  
t o  s i n g l y  T y p e  1  a n d  T y p e  2 c e n s o r e d  d a t a .
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CHAPTER 1
INTRODUCTION
1.1 TRANSFORMATIONS
T r a n s f o r m a t i o n  i s  a  p o w e r f u l  t o o l  i n  r e g r e s s i o n  a n d  
d i s t r i b u t i o n  t h e o r y  f o r  c o n v e r t i n g  d a t a  i n t o  a  f o r m  t h a t  
s a t i s f i e s ,  a t  l e a s t  a p p r o x i m a t e l y ,  t h e  a s s u m p t i o n s  o f  a  c o n v e n i e n t  
p a r a m e t r i c  m o d e l .  An i m p o r t a n t  c l a s s  o f  t r a n s f o r m a t i o n s  i s  g i v e n  
b y  t h e  p o w e r  t r a n s f o r m a t i o n  f a m i l y
w h e r e  y  r e p r e s e n t s  t h e  d a t a  o r  v a r i a b l e  a s  i t  a r i s e s  n a t u r a l l y  a n d  
i s  n e c e s s a r i l y  p o s i t i v e .  T h i s  c o n t i n u o u s  f a m i l y  d e p e n d s  o n  a  
s i n g l e  p a r a m e t e r  X a n d  a l l  t h e  u s u a l  t r a n s f o r m a t i o n s  a r e  
i n c l u d e d :  X — 1  c o r r e s p o n d s  t o  n o  t r a n s f o r m a t i o n ,  X =  —1
c o r r e s p o n d s  t o  t h e  r e c i p r o c a l  t r a n s f o r m a t i o n  a n d  X =  1 / 2  t o  t h e  
s q u a r e  r o o t  t r a n s f o r m a t i o n .  W hen t h e  a p p r o p r i a t e  X i s  u n k n o w n  t h e  
p a r a m e t r i c  m o d e l  h a s  o n e  a d d i t i o n a l  u n k n o w n  p a r a m e t e r  X t o  b e  
s i m u l t a n e o u s l y  e s t i m a t e d  w i t h  t h e  p a r a m e t e r s  i n  t h e  o r i g i n a l  
m o d e l .
m o d e l  a r e  h o m o g e n e i t y  o f  v a r i a n c e ,  a d d i t i v i t y  o f  e f f e c t s  a n d  a t  
l e a s t  a p p r o x i m a t e  n o r m a l i t y  o f  t h e  e r r o r s . I t  m ay  b e  t h a t  a  
t r a n s f o r m a t i o n  o f  t h e  r e s p o n s e  i s  n e c e s s a r y  i n  o r d e r  t o  a c h i e v e
( y x ~ l ) / X (X  *  0 )
( 1 . 1 . 1 )
l o g  y (X  =  0 )
I n  r e g r e s s i o n  t h e  u s u a l  a s s u m p t i o n s  b e h i n d  t h e  l i n e a r
-1-
t h e s e  t h r e e  r e q u i r e m e n t s .  B o x  a n d  C o x  ( 1 9 6 4 )  p r o p o s e d  a  
l i k e l i h o o d  a p p r o a c h  f o r  s e l e c t i n g  t r a n s f o r m a t i o n s  o f  d e p e n d e n t  
v a r i a b l e s  i n  l e a s t  s q u a r e s  r e g r e s s i o n ,  s e c t i o n  1 . 2  l o o k s  a t  t h i s  
l i k e l i h o o d  a p p r o a c h  a n d  h o w  i t  c o u l d  b e  b a s e d  o n  a  c r i t e r i o n  o t h e r  
t h a n  l e a s t  s q u a r e s .  T h e  i m p l i c a t i o n s  f o r m  t h e  s u b j e c t  o f  C h a p t e r  
2 .
I n  d i s t r i b u t i o n  t h e o r y  i t  m ay  b e  n e c e s s a r y  t o  t r a n s f o r m  
d a t a  i n  o r d e r  t o  a l l o w  t h e  a s s u m p t i o n  o f  a  d i s t r i b u t i o n  t o  b e  
v a l i d l y  a p p l i e d  t o  t h e  t r a n s f o r m e d  o b s e r v a t i o n s .  S e c t i o n  1 . 3  
p r e s e n t s  a  p r e l i m i n a r y  t r e a t m e n t  o f  n ew  s t a t i s t i c a l  m e th o d s  f o r  
c h e c k i n g  m o d e l s  a n d  e s t i m a t i n g  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  p a r a m e t e r  a n d  
o t h e r  p a r a m e t e r s  o f  i n t e r e s t . T h e  m e th o d s  a r e  d e v e l o p e d  a n d  
d i s c u s s e d  i n  d e t a i l  i n  C h a p t e r s  3 a n d  4 .
1.2 TRANSFORMATIONS IN REGRESSION
R e g r e s s i o n  a n a l y s i s  i s  c o n c e r n e d  w i t h  t h e  f i t t i n g  t o  d a t a  
o f  m o d e l s  i n  w h ic h  t h e r e  i s  a  r e s p o n s e  d e p e n d e n t  u p o n  t h e  v a l u e s  
o f  e x p l a n a t o r y  v a r i a b l e s .  T h e  m o d e l s  i n c l u d e  a  s t a t i s t i c a l  e r r o r  
t e r m .  I t  i s  c o n v e n i e n t  t o  a s s u m e  t h a t  t h e  e r r o r s  h a v e  z e r o  m e a n  
a n d  c o n s t a n t  v a r i a n c e  a n d  t h a t  t h e  e x p e c t e d  v a l u e  o f  t h e  r e s p o n s e  
h a s  a n  a d d i t i v e  s t r u c t u r e .  T h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  t h e  v a r i a b l e s  
d e p e n d s  u p o n  t h e  v a l u e s  o f  u n k n o w n  p a r a m e t e r s .  T h e  m o s t  w i d e l y  
u s e d  m e th o d  o f  e s t i m a t i o n  i s  l e a s t  s q u a r e s  i n  w h ic h  t h e  v a l u e s  o f  
t h e  p a r a m e t e r  e s t i m a t e s  a r e  c h o s e n  t o  m i n i m i s e  t h e  sum  o f  s q u a r e d  
d e v i a t i o n s  b e t w e e n  t h e  o b s e r v e d  r e s p o n s e s  a n d  t h e  p r e d i c t i o n s  f r o m
-2-
t h e  m o d e l .  T h e  a d d i t i o n a l  a s s u m p t i o n  o f  n o r m a l l y  d i s t r i b u t e d  
e r r o r s  l e a d s  n a t u r a l l y  t o  l e a s t  s q u a r e s .
I f  o n e  o r  m o r e  o f  t h e  a s s u m p t i o n s  m ad e  a r e  i n  d o u b t  w e 
c o u l d  c o n t e m p l a t e  t r a n s f o r m i n g  t h e  r e s p o n s e .  B o x  a n d  C o x  ( 1 9 6 4 )  
c o n s i d e r e d  t h e  m o d e l
Xj3 +  e ,
w h e r e  X i s  a  k n o w n  n  x  p  m a t r i x  o f  i n d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  w i t h  i t h  
ro w  X ? , 0  i s  a  v e c t o r  o f  p  u n k n o w n  p a r a m e t e r s  a n d  6  i s  a  v e c t o r  o f  
n o r m a l l y  a n d  i n d e p e n d e n t l y  d i s t r i b u t e d  r a n d o m  v a r i a b l e s ,  e a c h  w i t h  
z e r o  m e a n  a n d  v a r i a n c e  <j z .
T h e  l i k e l i h o o d  o f  t h e  o r i g i n a l  o b s e r v a t i o n s  u n d e r  t h e  
p r o p o s e d  m o d e l  i s  g i v e n  b y
(2Trciz ) " n / 2 e x p  { - ( y ( x > - X 0 ) T ( y < x > - X 0 ) / 2 a z } j ,
w h e r e
n
a  = r r
i = l
CM
3 y i ( 1 .2 .1 )
i s  t h e  J a c o b i a n  o f  t h e  t r a n s f o r m a t i o n .  F o r  f i x e d  X ( 1 . 2 . 1 )  i s ,  
a p a r t  f r o m  t h e  J a c o b i a n  w h ic h  i s  i n d e p e n d e n t  o f  0  a n d  a ,  t h e  
l i k e l i h o o d  f o r  a  l e a s t  s q u a r e s  p r o b l e m  w i t h  r e s p o n s e  y ( x \  T h e  
m axim um  l i k e l i h o o d  e s t i m a t e  (M U 3) o f  0 ,  r e p r e s e n t e d  b y  0 ( X ) ,  i s  
t h e r e f o r e  t h e  l e a s t  s q u a r e s  e s t i m a t e
0 ( X )  =  (X TX ) - 1 XTy ( x V ( 1 .2 .2 )
T h e  r e s i d u a l  sum  o f  s q u a r e s  i s
\T
R S S (X ) =  y < x > [ i  -  X(XTX )“ J’XT } y ( X ) , ( 1 . 2 . 3 )
w h e r e  I  i s  t h e  n x n  i d e n t i t y  m a t r i x .  T h e  MLE o f  crz i s
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<J2 ( X )  =  R S S ( X ) / n .  ( 1 . 2 . 4 )
S u b s t i t u t i o n  o f  t h e  e a q p r e s s i o n s  f o r  /3 (X ) a n d  tfz ( M  i n t o  t h e  
l o g a r i t h m  o f  t h e  l i k e l i h o o d  g i v e n  b y  ( 1 . 2 . 1 )  y i e l d s ,  a p a r t  f r o m  a  
c o n s t a n t
n
Ltnax ( X )  =  ~ ( n / 2 )  l o g £ 2 ( X )  +  ( X - l )  L l o g  y ± . ( 1 . 2 . 5 )
i = l
P l o t t i n g  L m ax( ^ ) a g a i n s t  X, t h e  m a x i m i s i n g  v a l u e  X m ay  b e  
e s t i m a t e d  a n d  a  lO O ( l -o c )  p e r  c e n t  c o n f i d e n c e  i n t e r v a l  f o r  X i s  
f o u n d  f r o m  t h o s e  v a l u e s  f o r  w h ic h
2 [ W * >  -  W < X>] * X ^ „ .  ( 1 . 2 .6 )
S c h l e s s e l m a n  ( 1 9 7 1 )  i n v e s t i g a t e d  t h e  s c a l e  i n v a r i a n c e  o f  
t h i s  p o w e r  t r a n s f o r m a t i o n  p r o c e d u r e .  He c o n c l u d e d  t h a t  t h e  
p r o c e d u r e  i s  s c a l e  i n v a r i a n t  i f  a n d  o n l y  i f  t h e  d e s i g n  m a t r i x  X 
c o n t a i n s  t h e  u n i t  v e c t o r .
i
B e c a u s e  t h e  MLE u n d e r  n o r m a l i t y  i s  t h e  l e a s t  s q u a r e s  
e s t i m a t o r ,  w h ic h  i s  k n o w n  t o  b e  n o n r o b u s t ,  t h e  l i k e l i h o o d  
p r o c e d u r e  w i t h  t h e  n o r m a l  d i s t r i b u t i o n  a s s u m p t i o n  i s  v e r y  
s e n s i t i v e  t o  o u t l i e r s .  H o w e v e r ,  t h e  r e a s o n  f o r  t h e  p r e s e n c e  o f  
t o o  m a n y  l a r g e  r e s i d u a l s  m a y  b e  t h a t  t h e  e r r o r  d i s t r i b u t i o n  h a s
I
l o n g e r  t a i l s  t h a n  t h e  n o r m a l  d i s t r i b u t i o n .  F o r  e x a m p le ,  s u p p o s e  
t h e  e r r o r s  e i , i  =  1 , 2 , . . . , n  f o l l o w  t h e  L a p l a c e  d i s t r i b u t i o n
1 f ( e i )  =  ( 2 © ) _ 1  e x p  j - j e j j / e j  -co < <  oo, 0  > 0 .
( 1 . 2 . 7 )
T h e  m axim um  l i k e l i h o o d  a r g u m e n t  c a n  now  b e  u s e d  t o  o b t a i n  
e s t i m a t e s  b a s e d  o n  t h e  c r i t e r i o n  o f  m i n i m i s i n g  t h e  su m  o f  a b s o l u t e  
e r r o r s
—4—
n
L | e±U 
i= l
M inim um  sum  o f  a b s o l u t e  e r r o r s  (M SAE) r e g r e s s i o n  i s  a  m o r e  r o b u s t  
e s t i m a t i o n  m e th o d  t h a n  l e a s t  s q u a r e s ,  a n d  i s  l e s s  s e n s i t i v e  t o  
c h a n g e s  i n  t h e  d a t a .
I n  C h a p t e r  2 t h e s e  i d e a s  a r e  e x p l o r e d  f u r t h e r .  A b r i e f  
i n t r o d u c t i o n  t o  MSAE r e g r e s s i o n  i s  p r e s e n t e d  a n d  a  t e s t  p r o c e d u r e  
b a s e d  o n  s t a n d a r d i s e d  r e s i d u a l s  i s  p r o p o s e d  f o r  d e t e c t i n g  o u t l i e r s  
i n  s i m p l e  l i n e a r  MSAE r e g r e s s i o n .  T h e  p o w e r  t r a n s f o r m a t i o n  
p r o c e d u r e  w i t h  t h e  L a p l a c e  d i s t r i b u t i o n  a s s u m p t i o n  i s  t r e a t e d  i n  
d e t a i l  a n d  d i a g n o s t i c  m e th o d s  f o r  a s s e s s i n g  t h e  i n f l u e n c e  o f  
i n d i v i d u a l  o b s e r v a t i o n s  o n  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  a r e  d e s c r i b e d .
1.3 TRANSFORMATIONS IN DISTRIBUTION THEORY
I n  a r e a s  s u c h  a s  r e l i a b i l i t y  a n d  l i f e  t e s t i n g  t h e  i n t e r e s t  
i s  i n  a n a l y s i n g  r a n d o m  s a m p l e s  o f  d a t a  f r o m  so m e  p a r e n t  
d i s t r i b u t i o n .  M any o f  t h e  s t a t i s t i c a l  m e th o d s  f o r  a n a l y s i n g  d a t a  
a r e  b a s e d  o n  t h e  d i s t r i b u t i o n a l  a s s u m p t i o n .  I f  t h e  d i s t r i b u t i o n a l  
a s s u m p t i o n  c a n n o t  b e  v a l i d l y  a p p l i e d  t o  t h e  d a t a ,  a  s u i t a b l e  
t r a n s f o r m a t i o n  o f  t h e  d a t a  c a n  s o m e t im e s  b e  f o u n d  t h a t  w i l l  p e r m i t  
t h e  a s s u m p t i o n  t o  b e  s a t i s f i e d .
T h e  gam m a d i s t r i b u t i o n  i s  a n  i m p o r t a n t  l i f e t i m e  m o d e l  a n d  
i n c l u d e s  t h e  e x p o n e n t i a l  d i s t r i b u t i o n  a s  a  s p e c i a l  c a s e .  D r a p e r  
a n d  G u t tm a n  ( 1 9 6 8 )  i n v e s t i g a t e d  t r a n s f o r m a t i o n s  o f  d a t a  w h ic h  
a l l o w  t h e  t r a n s f o r m e d  o b s e r v a t i o n s  t o  f o l l o w  a  gam m a d i s t r i b u t i o n
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o f  k n o w n  o r d e r .  T h e y  a d o p t e d  a  l i k e l i h o o d  p r o c e d u r e  f o r  
e s t i m a t i n g  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  p a r a m e t e r  a n d  t h e  gam m a s c a l e  
p a r a m e t e r .
C h a p t e r  3 i n t r o d u c e s  a n  i n f o r m a t i o n  n u m b e r  a p p r o a c h  f o r  
t r a n s f o r m i n g  a  k n o w n  d i s t r i b u t i o n  t o  t h e  gam m a d i s t r i b u t i o n .  T h e  
a p p r o a c h  p r o v i d e s  a n  i n s i g h t  i n t o  t h e  l a r g e - s a m p l e  b e h a v i o u r  o f  
t h e  l i k e l i h o o d  p r o c e d u r e .  T h e  K u l l b a c k - L e i b l e r  i n f o r m a t i o n  n u m b e r  
i s  u s e d  a s  a  m e a s u r e  o f  d i s c r e p a n c y  b e t w e e n  tw o  d i s t r i b u t i o n s  a n d  
f a c i l i t a t e s  n u m e r i c a l  m e a s u r e m e n t  o f  t h e  im p r o v e m e n t  t o  t h e  gam m a 
d i s t r i b u t i o n  i n t r o d u c e d  b y  t r a n s f o r m a t i o n .  T h e  i n f o r m a t i o n  n u m b e r  
a p p r o a c h  a l s o  d e t e r m i n e s  t h e  a p p r o x i m a t e  r e l a t i o n s h i p s  b e t w e e n  
so m e i m p o r t a n t  d i s t r i b u t i o n s  a n d  t h e  gam m a d i s t r i b u t i o n .
S t a t i s t i c a l  p r o c e d u r e s  i n  r e l i a b i l i t y  a n d  l i f e  t e s t i n g  
m a k e  u s e  o f  t h e  r e l a t i o n s h i p s  t h a t  e x i s t  b e t w e e n  d i s t r i b u t i o n s .  
T h e  p r o c e d u r e s  a r e  c o n c e r n e d  w i t h  t e s t i n g  a n d  e s t i m a t i n g  
p a r a m e t r i c  m o d e l s  f o r  l i f e t i m e  d a t a .  A ny r e s u l t s  d e r i v e d  i n  t e r m s  
o f  o n e  d i s t r i b u t i o n  a r e  e a s i l y  t r a n s f e r r e d  t o  t h e  o t h e r .  C h a p t e r  
4  t a k e s  t h i s  o n e  s t e p  f u r t h e r  b y  e m p lo y in g  t h e  r e l a t i o n s h i p  i t s e l f  
t o  d e r i v e  r e s u l t s .  A r a t i o  i s  c o n s t r u c t e d  f r o m  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  
w h ic h  d e f i n e s  t h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  a  h y p o t h e s i s e d  d i s t r i b u t i o n  
a n d  so m e  o t h e r  d i s t r i b u t i o n .  T h e  p r o p e r t i e s  o f  t h e  r a t i o  f o r  t h e  
h y p o t h e s i s e d  d i s t r i b u t i o n  c a n  b e  u s e d  t o  j u d g e  t h e  a p p r o p r i a t e n e s s  
o f  t h e  m o d e l  a n d  t o  s u p p l y  p a r a m e t e r  e s t i m a t e s  w i t h i n  t h e  m o d e l .
C h a p t e r  5 i s  d e v o t e d  t o  t h e  d i s c u s s i o n  o f  t h e  s t a t i s t i c a l  
m e th o d s  d e v e l o p e d  i n  e a r l i e r  c h a p t e r s  w i t h  s p e c i a l  a t t e n t i o n  g i v e n  
t o  a r e a s  o f  f u r t h e r  r e s e a r c h .
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CHAPTER 2
TRANSFORMATIONS, OUTLIERS AND INFLUENTIAL 
OBSERVATIONS IN MINIMUM SUM OF ABSOLUTE ERRORS
REGRESSION
2 . 1  INTRDDDCTION
T h e  m o s t  com m on m e th o d  o f  f i t t i n g  l i n e a r  m o d e l s  i s  l e a s t  
s q u a r e s  r e g r e s s i o n .  T h e  u s u a l  a s s u m p t i o n s  b e h i n d  t h e  l i n e a r  m o d e l  
i n c l u d e  h o m o g e n e i t y  o f  v a r i a n c e ,  a d d i t i v i t y  a n d  a n  e r r o r  
d i s t r i b u t i o n  w h ic h  i s  s y m m e t r i c  a n d  a p p r o x i m a t e l y  n o r m a l .  W hen 
m o re  l a r g e  d e v i a t i o n s  a r e  o b s e r v e d  t h a n  w o u ld  b e  e x p e c t e d  i f  t h e  
e r r o r s  w e r e  n o r m a l l y  d i s t r i b u t e d ,  a  l o n g - t a i l e d  e r r o r  d i s t r i b u t i o n  
l i k e  t h e  L a p l a c e  m ay  b e  m o r e  a p p r o p r i a t e .  H o w e v e r ,  l e a s t  s q u a r e s  
r e g r e s s i o n  i s  f a r  f r o m  o p t i m a l  f o r  l o n g - t a i l e d  e r r o r  
d i s t r i b u t i o n s .  L e a s t  s q u a r e s  e s t i m a t e s  p e r f o r m  p o o r l y  a n d  i n d e e d  
i f  t h e  v a r i a n c e  o f  t h e  e r r o r s  i s  i n f i n i t e ,  a  s i t u a t i o n  w h ic h  h a s  
b e e n  f o u n d  t o  a r i s e  i n  so m e m o d e l s ,  s e e  H u b e r  ( 1 9 7 2 ) ,  t h e  l e a s t  
s q u a r e s  e s t i m a t e s  h a v e  i n f i n i t e  v a r i a n c e .  F u r t h e r m o r e ,  l e a s t  
s q u a r e s  r e g r e s s i o n  i s  v e r y  s e n s i t i v e  t o  o u t l i e r s .
M inim um  sum  o f  a b s o l u t e  e r r o r s  (M SAE) r e g r e s s i o n  g i v e s  
l i t t l e  w e i g h t  t o  o u t l i e r s  a n d  o w e s  i t s  u s e f u l n e s s  t o  i t s  
r e s i l i e n c e  i n  n o t  b e i n g  i n f l u e n c e d  b y  a  fe w  l a r g e  e r r o r s .  MSAE 
r e g r e s s i o n  i s  a  s p e c i a l  c a s e  o f  M - e s t i m a t i o n  a n d  t h e  e f f e c t  o f  
o u t l i e r s  a n d  l e v e r a g e  p o i n t s ,  t h a t  i s  p o i n t s  w i t h  l e v e r a g e  v a l u e s  
n e a r  o n e ,  o n  r o b u s t  r e g r e s s i o n  e s t i m a t o r s  i s  d i s c u s s e d  b y  K r a s k e r
a n d  W e ls c h  ( 1 9 8 2 )  a n d  H a m p e l e t  a l .  ( 1 9 8 6 ) .  A d e t a i l e d  t r e a t m e n t  
o f  t h e  m e th o d s  a n d  a p p l i c a t i o n s  o f  MSAE r e g r e s s i o n  i s  p r e s e n t e d  i n  
B l o o m f i e l d  a n d  S t e i g e r  ( 1 9 8 3 ) .  MSAE r e g r e s s i o n  i s  o p t i m a l  w h e n  
t h e  e r r o r s  f o l l o w  t h e  L a p l a c e  d i s t r i b u t i o n ,  t h a t  i s  t h e  MSAE 
e s t i m a t e s  a r e  a l s o  t h e  m axim um  l i k e l i h o o d  e s t i m a t e s .  T h e r e f o r e  i n  
a  s i t u a t i o n  w h e r e  o u t l i e r s  a r e  l i k e l y  t o  o c c u r ,  i t  s e e m s  
a p p r o p r i a t e  t o  c o n s i d e r  a  l i n e a r  m o d e l  w i t h  L a p l a c e  e r r o r s  a n d  u s e  
a n  MSAE r e g r e s s i o n .
I t  m ay  b e  n e c e s s a r y  t o  t r a n s f o r m  t h e  r e s p o n s e  i n  o r d e r  t o  
o b t a i n  a  m o d e l  w h ic h  w o u ld  s a t i s f y  t h e  t h r e e  r e q u i r e m e n t s  o f  
h o m o g e n e i t y  o f  v a r i a n c e ,  a d d i t i v i t y  a n d  a  L a p l a c e  e r r o r  
d i s t r i b u t i o n .  D i a g n o s t i c s  s u c h  a s  p l o t s  o f  t h e  r e s i d u a l s  v e r s u s  
t h e  f i t t e d  v a l u e s  o r  o t h e r  v a r i a b l e s ,  c a n  s u g g e s t  p o s s i b l e  
t r a n s f o r m a t i o n s .  A m o r e  o b j e c t i v e  a p p r o a c h  i s  t o  u s e  t h e  
d i s t r i b u t i o n a l  a s s u m p t i o n s  c o n c e r n i n g  t h e  e r r o r s  a n d  c h o o s e  t h e  
t r a n s f o r m a t i o n  t o  m a x im is e  a  c r i t e r i o n  f u n c t i o n  o f  i n t e r e s t .  T h e  
c h o s e n  c r i t e r i o n  i s  t h e  l i k e l i h o o d  o f  t h e  o r i g i n a l  o b s e r v a t i o n s ,  
u s e d  b y  B o x  a n d  C o x  ( 1 9 6 4 )  i n  t h e i r  a p p r o a c h  t o  d e t e r m i n i n g  
t r a n s f o r m a t i o n s  i n  l e a s t  s q u a r e s  r e g r e s s i o n  w i t h  t h e  a s s u m p t i o n  o f  
n o rm a l ,  e r r o r s .
T h e  i n f o r m a t i o n  f o r  a  t r a n s f o r m a t i o n  m ay  d e p e n d  o n  o n e  o r  a  
f e w  o b s e r v a t i o n s .  I t  i s  t h e r e f o r e  i m p o r t a n t  t o  k n o w  w h e t h e r  t h e  
e v i d e n c e  f o r  a  p a r t i c u l a r  c h o i c e  o f  t r a n s f o r m a t i o n  i s  s p r e a d  
e v e n l y  t h r o u g h o u t  t h e  d a t a  o r  i s  b e i n g  u n d u l y  i n f l u e n c e d  b y  o n e  o r  
m o r e  o b s e r v a t i o n s .  F o r  l e a s t  s q u a r e s  a n a l y s e s ,  A t k i n s o n  ( 1 9 8 2 )  
a n d  C o o k  a n d  W ang ( 1 9 8 3 )  h a v e  d e v e l o p e d  d i a g n o s t i c  m e th o d s  f o r  
i d e n t i f y i n g  i n f l u e n t i a l ,  o b s e r v a t i o n s .  D i a g n o s t i c s  f o r  a s s e s s i n g
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t h e  c o n t r i b u t i o n  o f  i n d i v i d u a l  o b s e r v a t i o n s  t o  t h e  e v i d e n c e  f o r  a  
t r a n s f o r m a t i o n  a r e  r e q u i r e d  f o r  MSAE a n a l y s e s .
T h e  m a in  s t u m b l i n g  b l o c k  t o  a p p l y i n g  MSAE m e th o d s  i n  t h e  
p a s t  h a s  b e e n  t h e  g r e a t  c o m p u t a t i o n a l  d i f f i c u l t y  i n v o l v e d .  
H o w e v e r ,  C h a m e s  e t  a l .  ( 1 9 5 5 )  s h o w e d  t h a t  MSAE e s t i m a t e s  e m e r g e  
a s  s o l u t i o n s  t o  l i n e a r  p r o g r a m m in g  p r o b l e m s  u s i n g  s i m p l e x  m e t h o d s .  
B a r r o d a l e  a n d  R o b e r t s  ( 1 9 7 3 )  m o d i f i e d  t h e  m e th o d  t o  s a v e  s t o r a g e  
a n d  im p r o v e  e f f i c i e n c y .  A l l  MSAE e s t i m a t e s  i n  t h i s  a r t i c l e  a r e  
c o m p u te d  u s i n g  t h e  NAG s u b r o u t i n e  HOIADF w h i c h  e m p lo y s  t h e  R e v i s e d  
S i m p l e x  M e th o d  a s  d e s c r i b e d  b y  G a v in  ( 1 9 6 0 ) .
T h e  n e x t  s e c t i o n  p r e s e n t s  so m e  r e s u l t s  f o r  MSAE r e g r e s s i o n .  
S e c t i o n  2 . 3  d e s c r i b e s  a  t e s t  f o r  a  s i n g l e  o u t l i e r  i n  s i m p l e  MSAE 
r e g r e s s i o n .  I n  S e c t i o n  2 . 4  t h e  t h e o r y  i s  d e v e l o p e d  f o r  p o w e r  
t r a n s f o r m a t i o n s  o f  t h e  r e s p o n s e  t o  f i n d  a  m o d e l  w h i c h  s a t i s f i e s  
t h e  r e q u i r e m e n t s  o f  a d d i t i v i t y ,  h o m o g e n e i t y  o f  v a r i a n c e  a n d  a  
L a p l a c e  e r r o r  d i s t r i b u t i o n  u s i n g  MSAE r e g r e s s i o n .  T h e  s c a l e  
i n v a r i a n c e  o f  t h e  p o w e r  t r a n s f o r m a t i o n  p r o c e d u r e  i s  i n v e s t i g a t e d  
i n  S e c t i o n  2 . 5 .  D i a g n o s t i c  p l o t s  f o r  t h e  i n f l u e n c e  o f  i n d i v i d u a l  
o b s e r v a t i o n s  o n  e v i d e n c e  f o r  a  t r a n s f o r m a t i o n  a r e  d e s c r i b e d  i n  
S e c t i o n  2 . 6  a n d  a p p l i e d  t o  e x a m p l e s  i n  S e c t i o n  2 . 7 .  T h e  r e s u l t s  
o f  l e a s t  s q u a r e s  a n d  MSAE a n a l y s e s  a r e  c o m p a r e d  u s i n g  p r o b a b i l i t y  
p l o t s  o f  r e s i d u a l s ,  s p e c i f i c a l l y  t h e  s t a b i l i s e d  p r o b a b i l i t y  p l o t s  
o f  M i c h a e l  ( 1 9 8 3 )  d e s c r i b e d  i n  A p p e n d ix  A .
2.2 MINIMUM SUM OF ABSOLUTE ERRORS REGRESSION
L e t  t h e  m o d e l  t o  b e  e s t i m a t e d  b e  g i v e n  b y
y  =  X/3 +  e ,  ( 2 . 2 . 1 )
w h e r e  y  i s  a  r e s p o n s e  v a r i a b l e  o f  n  o b s e r v a t i o n s ,  X i s  a  k n o w n  n x p  
m a t r i x  w i t h  i t h  ro w  X ? , 0  i s  a  v e c t o r  o f  p  u n k n o w n  p a r a m e t e r s  a n d  
6  i s  a n  n x l  v e c t o r  o f  r a n d o m l y  d i s t r i b u t e d  e r r o r s .
We w i s h  t o  e s t i m a t e  /3 b y  m i n i m i s i n g  t h e  e x p r e s s i o n
n  tp
E |y ± -  X jP l  
i= l
w i t h  r e s p e c t  t o  j3. L e t  r e p r e s e n t  t h e  MSAE e s t i m a t o r .  T h e  MSAE 
r e g r e s s i o n  c a n  b e  f o r m u l a t e d  a s  a  l i n e a r  p r o g r a m m in g  p r o b l e m .  
T h i s  i s  d o n e  b y  w r i t i n g  y  -  X/3 a s  t h e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  tw o  n o n ­
n e g a t i v e  v a r i a b l e s j
y ± -  * 1 $  «  r t  -  r i ' r I  > 0  ( 2 . 2 . 2 )
a n d  t h e n  m i n i m i s i n g
n  n
E r t +  E r7 ,
i = l  i = l
( 2 . 2 . 3 )
w h e r e  t h e  i t h  c o m p o n e n t s  o f  r  a n d  r  a r e  g i v e n  b y
r t  =
T T
y ± -  i f  y ± -  X ^  > 0
0  o t h e r w i s e
( 2 . 2 . 4 )
- ( y i  -  X *j3) i f  y i  -  X*p  < 0  
0  o t h e r w i s e .
( 2 . 2 . 5 )i
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S p o s i t o ,  S m i th  a n d  M c C o rm ic k  ( 1 9 7 8 )  h a v e  sh o w n  t h a t  w h e r e  t h e  
d e s i g n  m a t r i x  X i s  o f  f u l l  r a n k  t h e  r e g r e s s i o n  h y p e r p l a n e  i s  
d e t e r m i n e d  b y  a  s u b s e t  o f  p  o b s e r v a t i o n s .  C o n s e q u e n t l y  t h e  s y s t e m  
o f  e q u a t i o n s  f o r  t h e  MSAE r e g r e s s i o n  c a n  b e  w r i t t e n  a s
y u > _ x u >
0 £
y ( z ) x u > D r U )
( 2 .2 .6 )
w h e r e ,  d e g e n e r a c y  a s i d e ,  s u b s c r i p t s  ( 1 )  a n d  ( 2 )  r e f e r  t o  t h e  
o b s e r v a t i o n s  w i t h  z e r o  a n d  n o n - z e r o  r e s i d u a l s ,  r e s p e c t i v e l y .  T h i s  
c o r r e s p o n d s  t o  r e o r d e r i n g  t h e  o b s e r v a t i o n s  s o  t h a t  t h e  f i r s t  p  a r e  
t h o s e  l y i n g  o n  t h e  MSAE r e g r e s s i o n  p l a n e .  A c c o r d i n g l y ,  X^ x  ^ i s  a  
p x p  m a t r i x ,  i s  ( n - p )  x  p  i n  d i m e n s i o n  a n d  0  i s  a  p  x  ( n - p )
m a t r i x  o f  z e r o s . T h e  v e c t o r  r ^  z  ^ i s  m a d e  u p  o f  t h e  c o m p o n e n ts  o f  
t h e  v e c t o r s  r +  a n d  r ~  a n d  r e f e r s  t o  t h e  n o n - z e r o  r e s i d u a l s .  S i n c e  
t h e s e  a r e  n - p  i n  n u m b e r ,  t h e  d i m e n s i o n  o f  t h e  d i a g o n a l  m a t r i x  D i s  
( n - p )  x  ( n - p )  w i t h  d i a g o n a l  e n t r i e s  t h a t  a r e  e i t h e r  + 1  o r  - 1  
d e p e n d i n g  u p o n  w h e t h e r  r ^  > 0  o r  r ^  > 0 .  I t  f o l l o w s  f r o m  ( 2 . 2 . 6 )  
t h a t
y( l ) = X( i ) 3 (2.2.7)
a n d
( 2 .2 .8 )0 -  xu > yu r
I n  S e c t i o n  2 . 1  t h e  h o p e  w a s  e x p r e s s e d  t h a t  t h e  c o m b i n a t i o n  o f  
MSAE r e g r e s s i o n  a n d  a  L a p l a c e  e r r o r  d i s t r i b u t i o n  c a n  s o m e t im e s  
r e c o n c i l e  o b s e r v a t i o n s  o u t l y i n g  f o r  o t h e r  a n a l y s e s ,  t o  t h e  MSAE 
m o d e l .  M e th o d s  f o r  d e t e c t i n g  d e p a r t u r e s  f r o m  t h e  f i t t e d  MSAE 
m o d e l  a r e  r e q u i r e d .  T h e  n e x t  s e c t i o n  p r e s e n t s  a  p r o c e d u r e  f o r  
t e s t i n g  f o r  a  s i n g l e  o u t l i e r  i n  s i m p l e  l i n e a r  MSAE r e g r e s s i o n .
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2.3 TESTING FOR A SINGLE OUTLIER
A p r o c e d u r e  o f  s t a n d a r d i s i n g  r e s i d u a l s  b y  d i v i d i n g  t h e m  b y  
t h e i r  e s t i m a t e d  s t a n d a r d  d e v i a t i o n s  w a s  p r o p o s e d  b y  T i e t j e n ,  M o o re  
a n d  B e c k m a n  ( 1 9 7 3 )  f o r  t e s t i n g  f o r  a  s i n g l e  o u t l i e r  i n  s i m p l e  
l i n e a r  l e a s t  s q u a r e s  r e g r e s s i o n .  T h e  sa m e  a p p r o a c h  i s  a d o p t e d  
h e r e  f o r  d e t e c t i n g  a  s i n g l e  o u t l i e r  i n  s i m p l e  l i n e a r  MSAE 
r e g r e s s i o n .
C o n s i d e r  t h e  r e g r e s s i o n  m o d e l
Y -  X£ +  e ,  ( 2 . 3 . 1 )
w h e r e  6  i s  a  v e c t o r  o f  i n d e p e n d e n t  L a p l a c e  r a n d o m  v a r i a b l e s  w i t h  
m e a n  z e r o  a n d  c o n s t a n t  v a r i a n c e  a 2 . T h e  MSAE e s t i m a t e  o f  £  i s  
x ^ i ) Y ( i ) w h e r e  ( l )  r e p r e s e n t s  t h e  s e t  o f  d e f i n i n g  o b s e r v a t i o n s .  
E x p r e s s i n g  Y ( x ) a s  I ^ j Y *  w h e r e  i s  t h e  p x n  m a t r i x  w i t h  r o w s
h a v i n g  a  o n e  i n  t h e  p o s i t i o n  r e l a t e d  t o  t h e  c o r r e s p o n d i n g  d e f i n i n g  
o b s e r v a t i o n  a n d  z e r o s  e l s e w h e r e ,  t h e n  t h e  v e c t o r  o f  r e s i d u a l s  m ay  
b e  e x p r e s s e d  a s
r  -  ( I  ( 2 . 3 . 2 )
C o n d i t i o n a l  o n  t h e  d e f i n i n g  s e t ,  t h e  r e s i d u a l  v e c t o r  h a s  
c o v a r i a n c e  m a t r i x
V ( r )  -  [ I  +  X (X ^ l ) X( l ) r 1x 'r ) ] f f I . ( 2 . 3 . 3 )
F o r  s i m p l e  r e g r e s s i o n  t h e  m o d e l  i s
Y i  -  ( 2 . 3 . 4 )
T h e  e s t i m a t e d  s t a n d a r d  d e v i a t i o n  o f  r ^  i s  t h e  i t h  d i a g o n a l ,  e n t r y  
o f
CI + x(x[l)x( l ) r 1xT]5I ,
W h e re  a  -  V 2 E  ( r i l / ( n - 2 )  i s  a l s o  c o n d i t i o n a l  o n  t h e  d e f i n i n g  s e t .
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T h e  i t h  e n t r y  i s
( 2 . 3 . 5 )
W h e re  5^ x  ^ i s  t h e  a r i t h m e t i c  m e a n  o f  t h e  d e f i n i n g  o b s e r v a t i o n s . 
I t  i s  p r o p o s e d  t h a t
b e  u s e d  a s  a  t e s t  s t a t i s t i c  f o r  t h e  r e j e c t i o n  o f  a  s i n g l e  o u t l i e r  
i n  l i n e a r  MSAE r e g r e s s i o n ,  a  l a r g e  v a l u e  o f  i n d i c a t i n g  a n  
o u t l i e r .  i s  d e f i n e d  t o  b e  z e r o  W h e n e v e r  r ^  *  0  W h ic h  i n c l u d e s  
t h e  c a s e  f o r  t h e  d e f i n i n g  o b s e r v a t i o n s .  A s s u m in g  t h a t  of > 0  t h e n  
s i  > 0  f o r  a l l  i  a n d  i s  a l w a y s  d e f i n e d .
A s i m u l a t i o n  s t u d y  w a s  c o n d u c t e d  t o  d e t e r m i n e  t h e  c r i t i c a l ,  
v a l u e s  f o r  R ^  F o r  e a c h  s a m p le  s i z e  n ,  2 0 , 0 0 0  s a m p l e s  w e r e  
g e n e r a t e d .  T h e  o b s e r v a t i o n s  w e r e  g e n e r a t e d  a s  r a n d o m  v a r i a b l e s  
f r o m  t h e  L a p l a c e  d i s t r i b u t i o n  w i t h  z e r o  m e a n  a n d  u n i t  v a r i a n c e .  
T h e  v a l u e s  o f  t h e  e x p l a n a t o r y  v a r i a b l e  w e r e  c h o s e n  t o  b e  u n i f o r m l y  
s p a c e d  o n  [ 0 , 1 ] .  A s i m p l e  MSAE r e g r e s s i o n  m o d e l  w a s  f i t t e d  t o  
e a c h  s a m p le  a n d  t h e  v a l u e s  o f  w e r e  c a l c u l a t e d .  T h e  1 0 0 ( l - a )  
p e r c e n t a g e  p o i n t s  o f  Rn  f o r  s i g n i f i c a n c e  l e v e l s  a  -  0 . 1 ,  0 . 0 5  a n d  
0 . 0 1  w e r e  c a l c u l a t e d  a n d  r e c o r d e d  i n  T a b l e  2 . 1 .  A  r a n g e  o f  s a m p le  
s i z e s  u p  t o  n  -  5 0  w a s  c o n s i d e r e d .
I n  o r d e r  t o  i n v e s t i g a t e  t h e  " p o w e r ” o f  t h e  t e s t  s t a t i s t i c  R ^  
t h e  s i m u l a t i o n s  w e r e  r e p e a t e d  f o r  s a m p l e s  o f  s i z e  1 0 ,  2 5  a n d  4 0  
a n d  a  s i n g l e  o u t l i e r  f r o m  a  L a p l a c e  d i s t r i b u t i o n  w i t h  m e a n  }i a n d  
u n i t  v a r i a n c e  w a s  u s e d  t o  c o n t a m i n a t e  t h e  s a m p l e .  T h e  " p o w e r "  
p l o t  o f  F i g u r e  2 . 1  s u m m a r i s e s  t h e  r e s u l t s . I t  s h o w s  t h e  
p e r c e n t a g e  o f  s a m p l e s  i n  w h ic h  t h e  o u t l i e r  w a s  c o r r e c t l y
Rh  -  m ax  I r j / s - j J ( 2 . 3 . 6 )
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T a b l e  2 . 1  C r i t i c a l  v a l u e s  o f  ^  f o r  d e t e c t i n g  s i n g l e  
o u t l i e r  i n  s i m p l e  l i n e a r  MSAE r e g r e s s i o n
n a  -  0 . 1 0 C C - 0 .0 5 a - 0 . 0 1
8 1 . 6 4 7 1 . 8 3 9 2 . 1 9 3
1 0 1 . 8 2 6 2 . 0 4 8 2 . 4 8 0
1 2 1 . 9 5 2 2 . 1 9 6 2 . 6 6 9
1 4 2 . 0 9 6 2 . 3 3 7 2 . 8 7 0
1 6 2 . 2 1 7 2 . 4 7 1 3 . 0 3 1
1 8 2 . 2 9 5 2 . 5 6 6 3 . 1 7 5
2 0 2 . 3 7 1 2 . 6 5 7 3 . 2 6 4
2 5 2 . 5 4 6 2 . 8 4 5 3 . 5 2 1
3 0 2 . 6 6 8 2 . 9 8 5 3 . 5 9 3
35 2 . 7 5 4 3 . 0 9 0 3 . 8 3 4
4 0 2 . 8 6 1 3 . 2 0 9 3 . 9 3 1
4 5 2 . 9 4 7 3 . 2 8 2 4 . 0 9 6
5 0 3 . 0 1 2 3 . 3 5 3 4 . 1 1 9
i d e n t i f i e d  b y  t h e  t e s t  s t a t i s t i c  p l o t t e d  a g a i n s t  #x, t h e  m e a n  
o f  t h e  o u t l y i n g  p o p u l a t i o n ,  f o r  «  1 ( 1 )  1 0 .  T h e  p l o t  s h o w s  t h a t
t h e  p o w e r s  d o  n o t  a l w a y s  i n c r e a s e  w i t h  s a m p le  s i z e ,  a  f e a t u r e  
s h a r e d  b y  t h e  '•p o w e r"  p l o t  o f  T i e t j e n ,  M o o re  a n d  B e c k m a n  ( 1 9 7 3 ) .
T h e  u s e  o f  t h e  t e s t  s t a t i s t i c  Ryj i s  e x e m p l i f i e d  i n  t h e  
f o l l o w i n g  e x a m p l e s .
Example 2.1 Moray Fruit Data
S n e d e c o r  a n d  C o c h r a n  ( 1 9 6 7 ,  p . 1 5 0 )  g i v e  t w e l v e  o b s e r v a t i o n s  
o n  t h e  p e r c e n t a g e  o f  w o rm y  f r u i t  f o r  d i f f e r e n t  s i z e s  o f  a p p l e  
c r o p .  T h e  d a t a  a r e  g i v e n  i n  T a b l e  2 . 2 .  F o r  s i m p l e  l e a s t  s q u a r e s  
r e g r e s s i o n ,  o b s e r v a t i o n  4  g i v e s  r i s e  t o  a  l a r g e  s t a n d a r d i s e d  
r e s i d u a l  t a k i n g  t h e  v a l u e  2 . 2 1 0 .  F o r  s i m p l e  MSAE r e g r e s s i o n  t h e  
l a r g e s t  s t a n d a r d i s e d  r e s i d u a l  c o r r e s p o n d s  t o  o b s e r v a t i o n  4  a n d  
t a k e s  t h e  v a l u e  0 . 7 2 2 .  We h a v e  *  0 . 7 2 2  a n d  c o n s u l t i n g  T a b l e
2 . 1  w e s e e  t h a t  t h e  1 0  p e r c e n t  p o i n t  o f  Rjj i s  a p p r o x i m a t e l y  1 . 9 5 2 .  
I t  m ay  b e  c o n c l u d e d  t h a t  o b s e r v a t i o n  4  i s  n o t  o u t l y i n g  f o r  t h e  
MSAE r e g r e s s i o n  m o d e l .
Example 2.2 Tree Data
T h e  d a t a ,  t a k e n  f r o m  C h a p m a n  a n d  D e m e r i t t  ( 1 9 3 6 ) ,  a r e  g i v e n  
i n  T a b l e  2 . 3 .  T h e r e  a r e  n  *  2 7  o b s e r v a t i o n s  o n  d i a m e t e r  a t  b r e a s t  
h e i g h t  (D B H ), m e a s u r e d  i n  i n c h e s ,  o f  c h e s n u t  t r e e s  g ro w n  o n  a  p o o r  
s i t e .  T h e  r e s p o n s e  i s  DBH a n d  t h e  e x p l a n a t o r y  v a r i a b l e  iB  a g e  i n  
y e a r s .  w e i s b u r g  ( 1 9 8 0 )  u s e d  t h e s e  d a t a  t o  i l l u s t r a t e  t h e  
i n a d e q u a c y  o f  a  s i m p l e  l e a s t  s q u a r e s  r e g r e s s i o n  m o d e l .  
O b s e r v a t i o n  2 4  h a s  a  l a r g e  s t a n d a r d i s e d  r e s i d u a l  o f  - 2 . 4 2 2  f o r  t h e
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Mean o f  O u tly in g  P o p u la t io n  ( p )
Figure 2.1. Percentage of outlier© correctly Identified  with 
a *  0. 05.
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T a b l e  2 . 2  W ormy f r u i t  d a t a
T r e e  n u m b e r
S i z e  o f  c r o p  o n  t r e e  
( h u n d r e d s  o f  f r u i t )  
X
P e r c e n t a g e  o f  
w o rm y  f r u i t  
Y
1 8 5 9
2 6 58
3 1 1 5 6
4 22 53
5 1 4 5 0
6 17 4 5
7 18 43
8 2 4 42
9 19 3 9
10 23 38
1 1 26 3 0
12 4 0 27
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T a b l e  2 . 3  T r e e  d a t a
O b s e r v a t i o n A ge DBH
1 4 0 . 8
2 5
COo
3 8 1 . 0
4 8 2 . 0
5 8 3 . 0
6 10 2 . 0
7 10 3 . 5
8 12 4 . 9
9 13 3 . 5
1 0 1 4 2 . 5
1 1 1 6 4 . 5
12 18 4 . 6
13 2 0 5 . 5
1 4 2 2 5 . 8
15 23 4 . 7
16 25 6 . 5
17 28 6 . 0
18 2 9 4 . 5
1 9 3 0 6 . 0
2 0 3 0 7 , 0
21 33 8 . 0
22 3 4 6 . 5
23 3 5 7 . 0
2 4 3 8 5 . 0
25 38 7 . 0
26 4 0 7 . 5
27 42 7 . 5
l e a s t  s q u a r e s  m o d e l .
F o r  t h e  s i m p l e  MSAE m o d e l ,  t h e  t e s t  s t a t i s t i c  -  1 . 3 3 2 .  
E n t e r i n g  T a b l e  2 . 1  w i t h  n  =  27  w e s e e  t h a t  t h e  1 0  p e r c e n t  p o i n t  o f  
Rn  i s  a p p r o x i m a t e l y  2 . 6 .  T h e  c o n c l u s i o n  i s  t h a t  t h e  o b s e r v a t i o n  
i s  n o t  a n  o u t l i e r  f o r  t h e  MSAE m o d e l .
T h e s e  e x a m p le s  c l e a r l y  sh o w  h o w  i n c l u d i n g  a  L a p l a c e  e r r o r  
d i s t r i b u t i o n  a n d  u s i n g  MSAE r e g r e s s i o n  c a n  a c c o m m o d a te  
o b s e r v a t i o n s  o u t l y i n g  f o r  o t h e r  a n a l y s e s .  T h e  a s s u m p t i o n s  b e h i n d  
t h e  MSAE l i n e a r  m o d e l l i n g  a l s o  i n c l u d e d  h o m o g e n e i t y  o f  v a r i a n c e  
a n d  s i m p l i c i t y  o f  s t r u c t u r e  f o r  t h e  e x p e c t e d  v a l u e  o f  t h e  
r e s p o n s e .  X f t h e s e  r e q u i r e m e n t s  a r e  n o t  s a t i s f i e d  i n  t h e  o r i g i n a l  
s c a l e  o f  m e a s u r e m e n t  o f  t h e  r e s p o n s e ,  i t  m ay  b e  t h a t  t h e r e  i s  a  
t r a n s f o r m a t i o n  o f  t h e  r e s p o n s e  w h ic h  w o u ld  a l l o w  t h e  a s s u m p t i o n s  
t o  b e  v a l i d l y  a p p l i e d .  S e c t i o n  2 . 4  d e s c r i b e s  a  l i k e l i h o o d  
p r o c e d u r e  f o r  s e l e c t i n g  t r a n s f o r m a t i o n s .
2 . 4  THE BOX-COX TRANSFORMATION
C o n s i d e r  t h e  p o s i t i v e  r e s p o n s e  v a r i a b l e  y  o f  n  o b s e r v a t i o n s  
a n d  t h e  p o w e r  t r a n s f o r m a t i o n  f a m i l y  o f  B ox  a n d  C o x  ( 1 9 6 4 )
( y x - l ) / A ( \  * 0 )
( 2 . 4 . 1 )
l o g  y (X « 0 )
I t  i s  h y p o t h e s i s e d  t h a t  f o r  so m e  X
( 2 . 4 . 2 )
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w h e r e  t h e  e r r o r s  e ^ ,  i  =  1 , 2 , . . . , n  f o l l o w  t h e  L a p l a c e
d i s t r i b u t i o n  -  (2e )_x e x p { - |  <si | /© } , 0 > 0.
T h e  h y p o t h e s i s e d  m o d e l  o f  B o x  a n d  C o x  ( 1 9 6 4 )  i n c l u d e d  a  
n o r m a l  e r r o r  d i s t r i b u t i o n .  T h e y  u s e d  m axim um  l i k e l i h o o d  
e s t i m a t i o n  t o  s i m u l t a n e o u s l y  e s t i m a t e  A, 0  a n d  t h e  c o n s t a n t  e r r o r  
v a r i a n c e .  H o w e v e r ,  t h e  m axim um  l i k e l i h o o d  e s t i m a t o r  (M LE) i s  
v e r y  s e n s i t i v e  t o  o u t l i e r s  ( C a r r o l l  1 9 8 2 ) .  C a r r o l l  ( 1 9 8 0 )  p r o p o s e d  
a  r o b u s t  m e th o d  f o r  t r a n s f o r m i n g  t o  a c h i e v e  a p p r o x i m a t e  n o r m a l i t y  
i n  a  l i n e a r  m o d e l .  C a r r o l l  a n d  R u p p e r t  ( 1 9 8 5 )  i n t r o d u c e d  s e v e r a l  
r o b u s t  e s t i m a t i o n  t e c h n i q u e s  f o r  t h e  B o x -C o x  t r a n s f o r m a t i o n  
m o d e l .
T h e  l i k e l i h o o d  p r o c e d u r e  o f  B o x  a n d  C o x  ( 1 9 6 4 )  i s  a d a p t e d  
f o r  t h e  h y p o t h e s i s e d  m o d e l  o f  ( 2 . 2 ) .  T h e  l i k e l i h o o d  o f  t h e  
o r i g i n a l  o b s e r v a t i o n s  i s
( 2 © )“ n  J  e x p
n
- E lylM  - X j W e  
i = l
( 2 . 4 . 3 )
w h e r e  t h e  J a c o b i a n  i s
n
i = l
ay(M
9Yi
( 2 . 4 . 4 )
F o r  A f i x e d ,  ( 2 . 4 . 3 )  i s  t h e  l i k e l i h o o d  c o r r e s p o n d i n g  t o  a  s t a n d a r d  
MSAE p r o b l e m  w i t h  r e s p o n s e  a p a r t  f r o m  t h e  c o n s t a n t  f a c t o r  o f
t h e  J a c o b i a n .  T h e  MLE o f  0  f o r  g i v e n  A, w h ic h  w e c a l l  53(A),  i s  
t h e r e f o r e  t h e  MSAE e s t i m a t e
=  X” 1 y < M ,  ( 2 . 4 . 5 )
U )  (a-)
w h e r e  s u b s c r i p t  ( 1 )  r e p r e s e n t s  t h e  d e f i n i n g  o b s e r v a t i o n s .  T h e  MLE
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of 0 is
n
© ( A )  -  5  £  \y {X) -  X j j i ( A ) | .
1 * 1
( 2 . 4 . 6 )
S u b s t i t u t i o n  o f  t h e  MLEs f o r  /3 a n d  0  i n  t h e  l o g a r i t h m  o f  t h e  
l i k e l i h o o d  y i e l d s ,  a p a r t  f r o m  a  c o n s t a n t .
Lm axCA) *  -  n  l o g
n
£ \ y { x )  -  x ±£ (X ) i
i - 1
+  l o g  J .
T h i s  p a r t i a l l y  m a x im is e d  l o g - l i k e l i h o o d  i s  a  f u n c t i o n  o f  X 
a n d  d e p e n d s  o n  t h e  J a c o b i a n  J .  W o r k in g  w i t h  t h e  n o r ma l i z e d  
t r a n s f o r m a t i o n
Z(A) ,
r e d u c e s  X ) t o  a  s i m p l e r ,  b u t  e q u i v a l e n t ,  f o r m .  T h e  J a c o b i a n
o f  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  ( 2 . 4 . 1 )  i s
J - T T  y^1.
i - 1
T h e  n o r m a l i z e d  p o w e r  t r a n s f o r m a t i o n  m ay  b e  e x p r e s s e d  a s
,<A)
( y ^ - iy x y * " 1 
y  l o g  y
(X  *  0 )  
(X  -  0 ) ,
( 2 . 4 . 7 )
w h e r e  y  i s  t h e  g e o m e t r i c  m e a n  o f  t h e  o b s e r v a t i o n s .  E x c e p t  f o r  a  
c o n s t a n t ,  t h e  p a r t i a l l y  m a x im is e d  l o g - l i k e l i h o o d  c a n  now  b e  
w r i t t e n  a s
I t a a x ( X )  *  -  n  l o g
n /  x \  T  l  ( X)
L Iz£ -  XiX( l>s( l ) 
i - 1
( 2 . 4 . 8 )
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P l o t t i n g  a g a i n s t  X, t h e  m a x i m i s i n g  v a l u e  X m ay h e
e s t i m a t e d .  Ah a p p r o x i m a t e  1 0 0 ( 1 - a )  p e r  c e n t  c o n f i d e n c e  i n t e r v a l
f o r  X i s  f o u n d  f r o m  t h o s e  v a l u e s  f o r  w h ic h
« x i , „ .  (2-4 .9)
N o te  t h a t  ( 2 . 4 . 9 )  i s  c o n d i t i o n a l  o n  © a n d  0  t a k i n g  t h e  v a l u e s  o f  
t h e i r  M LEs. T h e  s c a l e  i n v a r i a n c e  o f  t h e  s e l e c t i o n  o f  t h e
t r a n s f o r m a t i o n  p a r a m e t e r  i s  i n v e s t i g a t e d  i n  S e c t i o n  2 . 5 .
T h e  e s t i m a t o r s  i n t r o d u c e d  a b o v e  a r e  n o t  r o b u s t  i n  t h e  s e n s e  
o f  b o u n d e d  i n f l u e n c e ,  b u t  e s t i m a t o r s  t h a t  b o u n d  t h e  i n f l u e n c e  
f u n c t i o n  m ay  b e  c o n s t r u c t e d  u s i n g  t h e  m e th o d  d e s c r i b e d  b y  R u p p e r t  
a n d  C a r r o l l  ( 1 9 8 5 ) .
An e x a m p le  c o n c l u d e s  t h i s  s e c t i o n .
E xam ple 2 . 3  s t a c k - L o s s  D a t a
I n  t h i s  o f t e n - a n a l y s e d  d a t a  s e t  t h e r e  a r e  2 1  o b s e r v a t i o n s  o n  
l o s s e s  o f  a m m o n ia  f r o m  a n  o x i d a t i o n  p l a n t  a n d  t h r e e  e x p l a n a t o r y  
v a r i a b l e s .  T h e  d a t a ,  t a k e n  f r o m  B r o w n le e  ( 1 9 6 5 ,  p . 4 5 4 ) ,  a r e  
g i v e n  i n  T a b l e  2 . 4 .  Som e a n a l y s e s  l e a d  t o  t h e  d r o p p i n g  o f  t h e  
t h i r d  e x p l a n a t o r y  v a r i a b l e ,  a c i d  c o n c e n t r a t i o n .  R o b u s t  a n a l y s e s ,  
s u c h  a s  t h a t  o f  A n d re w s  ( 1 9 7 4 ) ,  h a v e  i d e n t i f i e d  o b s e r v a t i o n s  1 ,  3 ,  
4 ,  2 1  a n d  p o s s i b l y  2 a s  o u t l i e r s .
O ne r e a s o n  f o r  t h e  p r e s e n c e  o f  s o  m a n y  o u t l i e r s  m ay  b e  t h a t  
t h e  e r r o r s  a r e  n o t  n o r m a l l y  d i s t r i b u t e d . A l o n g - t a i l e d  e r r o r  
d i s t r i b u t i o n  l i k e  t h e  L a p l a c e  c o m b in e d  w i t h  MSAE r e g r e s s i o n  m ay  
y i e l d  a  b e t t e r  f i t  o f  t h e  d a t a  t o  t h e  m o d e l .  An e x p o n e n t i a l  
p r o b a b i l i t y  p l o t  o f  t h e  a b s o l u t e  r e s i d u a l s  ( F i g u r e  2 . 2 a )  s h o w s  n o  
m a j o r  d e p a r t u r e s  f r o m  a  s t r a i g h t  l i n e .  T h e  d e f i n i n g  o b s e r v a t i o n s
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T a b l e  2 . 4  S t a c k - l o s s  d a t a
O b s e r v a t i o n A i r  f l o w
C o o l i n g  w a t e r  
i n l e t  
t e m p e r a t u r e
A c id
c o n c e n t r a t i o n
s t a c k
l o s s
1 80 27 89 42
2 8 0 27 88 37
3 75 25 90 37
4 62 2 4 87 28
5 6 2 22 87 18
6 62 23 87 18
7 62 2 4 93 19
8 6 2 2 4 93 2 0
9 58 23 87 15
10 58 18 8 0 1 4
1 1 58 18 89 1 4
12 58 17 88 13
13 5 8 18 82 11
14 58 19 93 12
15 5 0 18 8 9 8
16 5 0 18 86 7
17 5 0 1 9 7 2 8
18 5 0 1 9 7 9 8
1 9 50 2 0 8 0 9
2 0 56 2 0 82 15
2 1 7 0 2 0 9 1 15
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h a v e  z e r o  r e s i d u a l s  a n d  E ire t r e a t e d  a s  a  s i n g l e  o b s e r v a t i o n  w h e n  
p l o t t i n g  F i g u r e  2 . 2 a .  T h e  p l o t  d e m o n s t r a t e s  t h a t  t h i s  a p p r o a c h  
g o e s  a  l o n g  w a y  t o w a r d s  a c c o m m o d a t in g  o b s e r v a t i o n s  l ,  3 ,  4  a n d  21  
( w i t h  o b s e r v a t i o n  2 am o n g  t h e  d e f i n i n g  o b s e r v a t i o n s ) .  T h e  
r e s i d u a l s  m i g h t  s t i l l  b e  c o n s i d e r e d  l a r g e  a n d  a  t r a n s f o r m a t i o n  o f  
t h e  d a t a  c o u l d  p r o v e  w o r t h w h i l e .
A t k i n s o n  ( 1 9 8 2 )  t r a n s f o r m e d  t h e  r e s p o n s e  f o r  t h e  l e a s t  
s q u a r e s  a n a l y s i s .  H e c a l c u l a t e d  t h a t  t h e  MUE o f  X i s  X =  0 . 3 0 .  
T h e  r o b u s t  e s t i m a t o r s  o f  C a r r o l l  a n d  R u p p e r t  ( 1 9 8 5 )  a g r e e  t h a t  X =  
1 / 2  i s  r e a s o n a b l e .
T h e  p l o t  o f  t h e  l o g - l i k e l i h o o d  Lm ax( X ) a g a i n s t  X f o r  t h e  
MSAE a n a l y s i s  i s  sh o w n  i n  F i g u r e  2 . 2 b .  T h e  l o g - l i k e l i h o o d  i s  a  
m axim um  a t  X ~  0 . 4 2 .  T h e  a p p r o x i m a t e  95  p e r  c e n t  c o n f i d e n c e
i n t e r v a l  f o r  X d e f i n e d  b y  ( 2 . 4 . 9 )  c o v e r s  0 . 0 5  t o  0 . 6 9 .  T h e  s q u a r e
r o o t  t r a n s f o r m a t i o n  a g a i n  a p p e a r s  a p p r o p r i a t e .  MSAE r e g r e s s i o n  i n  
t h e  s q u a r e  r o o t  s c a l e  l e a d s  t o  d r o p p i n g  t h e  e x p l a n a t o r y  v a r i a b l e ,  
a c i d  c o n c e n t r a t i o n .
T h e  n o r m a l  p r o b a b i l i t y  p l o t  o f  t h e  r e s i d u a l s  f o r  t h e  
t r a n s f o r m e d  m o d e l  a n d  t h e  l e a s t  s q u a r e s  a n a l y s i s  i s  sh o w n  i n  
F i g u r e  2 . 3 a .  I t  e x h i b i t s  s y s t e m a t i c  d e p a r t u r e  f r o m  a  s t r a i g h t  l i n e  
w i t h  t h e  r e s i d u a l s  f o r  o b s e r v a t i o n s  4  a n d  2 1  a p p r e c i a b l y  
d i s t a n c e d ,  i l l u s t r a t i n g  t h a t  t h e  l e a s t  s q u a r e s  a n a l y s i s  r e s u l t s  i n  
a  p o o r  f i t  o f  t h e  d a t a  t o  t h e  m o d e l .  F i g u r e  2 . 3 b  s h o w s  t h e
e x p o n e n t i a l  p l o t  o f  t h e  a b s o l u t e  r e s i d u a l s  f o r  t h e  t r a n s f o r m e d
m o d e l  a n d  t h e  MSAE a n a l y s i s .  I t  i s  a  d e c i d e d  im p r o v e m e n t  o n  
F i g u r e  2 . 3 a .  O b s e r v a t i o n s  4  a n d  2 1  h a v e  t h e  l a r g e s t  r e s i d u a l s  
b u t  a l l  o b s e r v a t i o n s  a p p e a r  t o  b e  a d e q u a t e l y  m o d e l l e d .
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(a)
(b) x
Ftguro 2.2. Stack-Lose Data. MSAE Analysis:
(a) Exponential plot of absolute residuals
(b) Plot of log-11 k© 11 hood with 95% confidence interval 
for X Ind icated .
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Figure 2.3. Staok-Lose Date. (a) Least Squares Analysis: 
Normal plot of residuals for transformed model (X = 1/2) 
(b) MSAE Analysis: Exponential plot of absolute residuals 
for transformed model (X» 1/2).
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2 . 5  SCALE INVARIANCE
T h i s  s e c t i o n  i n v e s t i g a t e s  t h e  s c a l e  i n v a r i a n c e  o f  t h e  
l i k e l i h o o d  p r o c e d u r e  f o r  s e l e c t i n g  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  p a r a m e t e r  
w h e n  t h e  e r r o r s  a r e  L a p l a c e .  T h e  l o g - 1  i k e  1 i h o o d  a s  a  f u n c t i o n  o f  
X r e a d s
*  i <M CM
i - 1
L \ z ± - ( 2 . 5 . 1 )Lta ax ( X )  -  -  n  l o g  
U n d e r  t h e  r e s c a l i n g  y  — ■> toy
y ( M  — w— > w^ y ( X )  +  ( Ux _ i ) / x
a n d
j i / n  _ y _ >
C o n s e q u e n t l y
Z( X )  — u — > 2 ( X )  +  s  ( 2 . 5 . 2 )
w h e r e  s  *  x- i  ( 1  -  u>~x ) j 1/ n .
S u p p o s e  t h e  d e s i g n  m a t r i x  X a l l o w s  f o r  r e m o v a l  o f  a n  a d d i t i v e  
c o n s t a n t ,  t h a t  i s  a  c o lu m n  ( t h e  f i r s t  c o lu m n  s a y )  o f  X c o n s i s t s  
e n t i r e l y  o f  o n e s .  T h e n  t h e  f i r s t  c o lu m n  o f  XT4, s u m s  t o  o n e  w i t h  
t h e  r e m a i n i n g  c o lu m n s  su m m in g  t o  z e r o ,  t h a t  i s  X- 1 l n  «  e  w h e r e  l n  
i s  a  n x l  v e c t o r  o f  o n e s  a n d  e  i s  t h e  n x l  v e c t o r  w i t h  f i r s t  e n t r y  
o n e  a n d  z e r o s  e l s e w h e r e .  T h i s  r e s u l t  a l s o  a p p l i e s  t o  X^ ±  ^ a s  a  
s u b m a t r i x  o f  X . I t  f o l l o w s  t h a t  X ^ J y L n  -  e  a n d  X * X ^ ) l n  "  1  f o r  i  
— 1 , . . . , n .
B u t  u n d e r  t h e  r e s c a l i n g
J x > yTv~a -r{ X )  -  X^xT1 K\+ s f l  -  X*Xf \ l  )
z i  “  x i x ( i ) z ( i )  -----------> z i  1  ( r )  ( x )  '  1  ( x )  »
( 2 . 5 . 3 )
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f o r  i  «  1 , . . . , n .
T h e  t e r m  i n  p a r e n t h e s i s  o n  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e  v a n i s h e s  i f  
a n d  o n l y  i f  X s a t i s f i e s  t h e  a b o v e  c o n d i t i o n  a n d  c o n t a i n s  t h e  u n i t  
v e c t o r .
T h u s
I W * }  -  >
a n d  t h e  s e l e c t i o n  o f  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  p a r a m e t e r  X i s  s c a l e  
i n v a r i a n t  o n l y  i f  X a l l o w s  f o r  t h e  r e m o v a l  o f  a n  a d d i t i v e  
c o n s t a n t .  T h i s  a g r e e s  w i t h  S c h l e s s e l m a n ' s  ( 1 9 7 1 )  c o n c l u s i o n  
r e g a r d i n g  t h e  s c a l e  i n v a r i a n c e  o f  t h e  l i k e l i h o o d  p r o c e d u r e  u n d e r  
n o r m a l i t y .
2 . 6  INFLUENCE DIAGNOSTICS
B e c a u s e  t h e  MSAE r e g r e s s i o n  i s  c o m p l e t e l y  d e t e r m i n e d  b y  a  s u b s e t  
o f  t h e  o b s e r v a t i o n s ,  i n f l u e n c e  d i a g n o s t i c s  s i m i l a r  t o  t h o s e  
e m p lo y e d  i n  l e a s t  s q u a r e s  r e g r e s s i o n  a r e  n o t  r e a d i l y  a v a i l a b l e .  
T C iese  d e f i n i n g  o b s e r v a t i o n s  h a v e  z e r o  r e s i d u a l s  a n d  sure 
i n f l u e n t i a l ,  b u t  n o t  i n  t h e  u s u a l  c o n t e x t .  T h e  c o n c e p t  o f  a  s u b s e t  
o f  d e f i n i n g  o b s e r v a t i o n s  i s  u n i q u e  t o  MSAE r e g r e s s i o n  a n d  n o  
c o m p a r i s o n  c a n  b e  d r a w n  w i t h  l e a s t  s q u a r e s  r e g r e s s i o n .  T h e  
d e f i n i n g  o b s e r v a t i o n s  a r e  s e t  a s i d e  w i t h  t h e i r  ow n s p e c i a l  b r a n d  
o f  i n f l u e n c e  a n d  t h e  i n f l u e n c e  o f  t h e  r e m a i n i n g  o b s e r v a t i o n s  o n  
c h o i c e  o f  t r a n s f o r m a t i o n  i s  c o n s i d e r e d .
D e g e n e r a c y  a s i d e ,  o n l y  t h e  d e f i n i n g  o b s e r v a t i o n s  h a v e  z e r o  
r e s i d u a l s  a n d  d o  n o t  c o n t r i b u t e  t o  t h e  l o g - l i k e l i h o o d  w h ic h  m a y  b e  
r e e x p r e s s e d  e ls
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-  n  l o g Z
1 6 ( 2 )
(X) _ x V ”3- Z( X )  
Z ± Xi X( x ) Z ( i ) ( 2 .6 .1 )
w h e r e  s e t  ( 2 )  i s  t h e  s e t  o f  o b s e r v a t i o n s  w i t h  n o n - z e r o  r e s i d u a l s .  
T h e  s l o p e  o f  t h e  l o g - l i k e l i h o o d  i s
T - i
-  n  t  a g n  r i ( X ) ( w ± ( X )  -  X±X( x ) w( x ) ( A ) )
S( A) -  ------------------- ,  ( 2 . 6 . 2 )
Z I r ^ X ) !
16 ( 2 )
w h e r e  r ( X )  i s  t h e  r e s i d u a l  v e c t o r  f o r  t h e  t r a n s f o r m e d  m o d e l  a n d  
w ( A )  =  a z ^ V ^ X .  F o r  t h e  o p t i m a l  v a l u e  o f  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  
p a r a m e t e r ,  X,
S ( X )  “  0  ( 2 . 6 . 3 )
F o r  t h e  h y p o t h e s i s e d  t r a n s f o r m a t i o n  p a r a m e t e r  v a l u e  A ° , t h e
s t a t i s t i c  S ( X ° )  i s  c a l l e d  t h e  e f f i c i e n t  s c o r e  ( C o x  a n d  H i n k l e y ,  
1 9 7 8 ) .  T h e  e f f i c i e n t  s c o r e  S ( l )  i s  a  m e a s u r e  o f  t h e  n e e d  f o r  a  
t r a n s f o r m a t i o n .
T h e  q u a n t i t y  s g n  r i ( X ° ) ( w i ( X ° ) - X ^ X ^ J  ^  A) ( X ° ) )  i s  a  m e a s u r e  
o f  t h e  c o n t r i b u t i o n  o f  t h e  i t h  o b s e r v a t i o n  t o  t h e  s l o p e  o f  t h e  
l o g - l i k e l i h o o d  a t  X ° . T h i s  i n t e r p r e t a t i o n  p r o v i d e s  a n  a n a l y s i s  o f  
t h e  i n f l u e n c e  o f  i n d i v i d u a l  o b s e r v a t i o n s  o n  t h e  t r a n s f o r m a t i o n .  
T h e  h y p o t h e s i s  o f  n o  t r a n s f o r m a t i o n ,  t h a t  i s  X° -  1 ,  i s  o f
p a r t i c u l a r  i n t e r e s t .  S o m e t im e s  c h o o s i n g  b e t w e e n  a n  u n t r a n s f o r m e d  
a n d  l o g g e d  r e s p o n s e  i s  a  f a c t o r  w h e n  e x p l o r i n g  m o d e l s .  A n  i n d e x  
p l o t  o f  t h e  i n f l u e n c e  m e a s u r e
T ± *  s g n  r i ( 1 ) ( v ±( 1  ) - x | x ^ }w( x ) ( D )  ( 2 . 6 . 4 )
p r o v i d e s  a n  a s s e s s m e n t  o f  t h e  i n f l u e n c e  o f  i n d i v i d u a l  o b s e r v a t i o n s  
o n  t h e  n e e d  f o r  a  t r a n s f o r m a t i o n .  L a r g e  p o s i t i v e  ( n e g a t i v e )
v a l u e s  f o r  a r e  a s s o c i a t e d  w i t h  o b s e r v a t i o n s  w h i c h  a r e
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i n f l u e n t i a l  i n  d e t e r m i n i n g  ( d e n y i n g ) t h e  n e e d  f o r  a  
t r a n s f o r m a t i o n .
An i n d e x  p l o t  o f  t h e  MLE o f  X a f t e r  d e l e t i n g  t h e  i* * 1 
o b s e r v a t i o n ,  X^**) s a y ,  ca m  a l s o  p r o v i d e  a  u s e f u l  d i a g n o s t i c  g u i d e  
t o  t h e  e f f e c t  o f  i n d i v i d u a l  o b s e r v a t i o n s  o n  t h e  t r a n s f o r m a t i o n .  
A t k i n s o n ' s  ( 1 9 8 2 )  d i a g n o s t i c  p l o t s  f a i l  t o  i d e n t i f y  o b s e r v a t i o n s  
i n f l u e n t i a l  f o r  a  t r a n s f o r m a t i o n  i f  t h e  o b s e r v a t i o n  i s  a l s o  a  
l e v e r a g e  p o i n t .  W hen s u c h  a  s i t u a t i o n  a r i s e s ,  A t k i n s o n  ( 1 9 8 5 )  
u s e s  i n d e x  p l o t s  o f  d e l e t i o n  e s t i m a t e s  o f  X t o  a s s e s s  t h e  e f f e c t  
o f  o b s e r v a t i o n s  o n  t h e  t r a n s f o r m a t i o n .
T h e  d i a g n o s t i c  m e th o d s  d e s c r i b e d  a b o v e  a r e  e x e m p l i f i e d  i n  t h e  
e x a m p le s  o f  t h e  n e x t  s e c t i o n .
2 . 7  EXAMPIES
E xam p le  2 . 3  ( c o n t i n u e d )  s t a c k - L o s s  D a t a
F o r  h i s  l e a s t  s q u a r e s  a n a l y s i s ,  A t k i n s o n  ( 1 9 8 2 )  c a l c u l a t e d  t h e  MLE 
o f  X t o  b e  0 . 3 0 .  H e i n v e s t i g a t e d  t h e  c o n t r i b u t i o n  o f  i n d i v i d u a l  
o b s e r v a t i o n s  t o  t h e  e v i d e n c e  o f  t h e  n e e d  f o r  a  t r a n s f o r m a t i o n .  
H i s  d i a g n o s t i c  p l o t s  i d e n t i f y  o b s e r v a t i o n  2 1  a s  t h e  m o s t  
i n f l u e n t i a l ,  i f  o b s e r v a t i o n  2 1  i s  e x c l u d e d ,  t h e n  t h e  MLE i s  A «  
0 . 4 8 .  T h e  r o b u s t  e s t i m a t o r s  a n d  d i a g n o s t i c s  o f  R u p p e r t  a n d  
C a r r o l l  ( 1 9 8 5 )  i d e n t i f y  o b s e r v a t i o n s  2 ,  3 ,  4  a n d  2 1  a s  p o t e n t i a l  
t r o u b l e m a k e r s .
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F o r  t h e  MSAE a n a l y s i s  a  l a r g e  n o n - z e r o  v a l u e  o f  - 1 7 . 9 1  f o r  
t h e  e f f i c i e n t  s c o r e  S ( l )  i n d i c a t e s  t h a t  a  t r a n s f o r m a t i o n  o f  t h e  
r e s p o n s e  i s  r e q u i r e d .  T h e  MLE i s  X *  0 . 4 2 .  T h e  i n d e x  p l o t  o f  t h e  
i n f l u e n c e  m e a s u r e  T ^  ( F i g u r e  2 . 4 a )  s h o w s  t h a t  o b s e r v a t i o n s  1 1  a n d  
1 2  a r e  m o s t  i n f l u e n t i a l  i n  d e n y i n g  t h e  n e e d  f o r  a  t r a n s f o r m a t i o n .  
T h a t  t h e  e v i d e n c e  f o r  a  t r a n s f o r m a t i o n  d o e s  n o t  d e p e n d  c r u c i a l l y  
o n  o n e  o r  m o re  o b s e r v a t i o n s  i s  s h o w n  b y  t h e  i n d e x  p l o t  o f  
F i g u r e  2 . 4 b .  T h e  v a l u e s  a r e  j o i n e d  b y  a  c o n t i n u o u s  l i n e  a n d  
f l u c t u a t e  a r o u n d  X =  0 . 4 2  w h ic h  i s  r e p r e s e n t e d  b y  a  b r o k e n  l i n e .  
I n  p a r t i c u l a r ,  d e l e t i n g  o b s e r v a t i o n  2 1  l e a v e s  t h e  MLE u n c h a n g e d  a t  
t h e  v a l u e  0 . 4 2 .  O b s e r v a t i o n  2 1  h a s  . a  c a n c e l l i n g  e f f e c t  o n  
o b s e r v a t i o n s  1 1  a n d  1 2 ;  d e l e t i o n  o f  t h e  c o m b i n a t i o n s  ( 1 1 , 2 1 ) ,  
( 1 2 , 2 1 )  a n d  ( 1 1 , 1 2 , 2 1 )  c a u s e  n o  c h a n g e  t o  t h e  MLE o f  X.
I n  t h i s  e x a m p le  t h e  c o n c l u s i o n  o b t a i n e d  u s i n g  t h e  MSAE 
a n a l y s i s  i s  v e r y  d i f f e r e n t  f r o m  t h o s e  o b t a i n e d  u s i n g  e a r l i e r  
a n a l y s e s .  T h e  c o n c l u s i o n  i s  t h a t  a l l  2 1  o b s e r v a t i o n s  c a n  b e  
a d e q u a t e l y  m o d e l l e d  b y  a  f i r s t - o r d e r  m o d e l  i n  t h e  f i r s t  tw o  
e x p l a n a t o r y  v a r i a b l e s  a n d  t h e  s q u a r e  r o o t  s c a l e , u s i n g  MSAE 
r e g r e s s i o n  a n d  a  L a p l a c e  e r r o r  d i s t r i b u t i o n .  I n  a d d i t i o n ,  
d i a g n o s t i c  p l o t s  sh o w  n o  o v e r - r i d i n g  i n f l u e n c e  o f  o n e  o r  m o r e  
o b s e r v a t i o n s  o n  t h e  c h o i c e  o f  t r a n s f o r m a t i o n .
Example 2 . 4  s a l i n i t y  D a t a
T h e  d a t a  w i t h  28  o b s e r v a t i o n s  o n  t h e  s a l i n i t y  o f  w a t e r  w i t h  t h r e e  
r e g r e s s o r  v a r i a b l e s ,  s a l i n i t y  l a g g e d  tw o  w e e k s ,  t r e n d  a n d  w a t e r  
f l o w  i s  f r o m  R u p p e r t  a n d  C a r r o l l  ( 1 9 8 0 ) .  T h e  d a t a  a r e  g i v e n  i n
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(b) 1
Figure 2.4, Stsck-Loee Data, (a) Index plot of Influence 
measure Tt (b) Index plot of deletion MLE«»
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T a b l e  2 . 5 .  A t k i n s o n  ( 1 9 8 3 )  c o n s i d e r e d  t h a t  t h e r e  w a s  s o m e t h i n g  
s u s p e c t  a b o u t  t h e  v a l u e  o f  t h e  e x p l a n a t o r y  v a r i a b l e ,  w a t e r  f l o w ,  
c o r r e s p o n d i n g  t o  o b s e r v a t i o n  1 6  a n d  h e  ' c o r r e c t e d '  i t  a c c o r d i n g l y .  
I n  h i s  l e a s t  s q u a r e s  a n a l y s i s  h e  c a l c u l a t e d  t h e  MLE o f  A t o  b e  A «  
0 . 4 6 .  H i s  d i a g n o s t i c  p l o t s  r e v e a l  t h a t  o b s e r v a t i o n  3 i s  v e r y  
i n f l u e n t i a l  i n  d e n y i n g  t h e  n e e d  f o r  a  t r a n s f o r m a t i o n .  I f  
o b s e r v a t i o n  3 i s  d e l e t e d  t h e  MLE i s  - 0 . 1 5  a n d  A t k i n s o n ' s  
d i a g n o s t i c  p l o t s  now  s h o w  t h a t  t h e  e v i d e n c e  f o r  t h e  l o g  
t r a n s f o r m a t i o n  i s  n o t  b e i n g  p a r t i c u l a r l y  i n f l u e n c e d  b y  a n y  o n e  
o b s e r v a t i o n .
C a r r o l l  a n d  R u p p e r t  ( 1 9 8 5 )  c o n s i d e r e d  t h e  s a l i n i t y  d a t a  t o  
i l l u s t r a t e  t h e i r  r o b u s t  e s t i m a t i o n  f o r  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  
p a r a m e t e r .  T h e y  s e t  w a t e r  f l o w  e q u a l  t o  2 6 . 0  w h e n e v e r  i t  e x c e e d e d  
2 6 . 0 .  T h e i r  d i a g n o s t i c s  i n d i c a t e  t h e  p o s s i b i l i t y  t h a t  t h e  e f f e c t  
o f  o b s e r v a t i o n  5 o n  e s t i m a t i n g  X i s  m a s k e d  b y  o b s e r v a t i o n s  3 a n d  
1 6 .  T h i s  i s  c o n f i r m e d  b y  T a b l e  2 . 6  w h e r e ,  f o r  t h e  l e a s t  s q u a r e s  
a n a l y s i s ,  t h e  MLEs o f  X w i t h  c a s e  ' c o r r e c t i o n *  a n d  d e l e t i o n  a r e  
a r r a y e d .
F o r  t h e  MSAE a n a l y s i s ,  t h e  v a l u e  o f  w a t e r  f l o w  c o r r e s p o n d i n g  
t o  o b s e r v a t i o n  1 6  i s  m o d i f i e d  f o l l o w i n g  t h e  l e a d  o f  A t k i n s o n .  T h e  
MLE o f  X i s  X »  0 . 3 4 .  T h e  i n d e x  p l o t  o f  i n f l u e n c e  m e a s u r e  T ^  i n  
F i g u r e  2 .  5 a  s h o w s  t h a t  o b s e r v a t i o n  3 i s  n o s t  i n f l u e n t i a l  i n  
d e n y i n g  t h e  n e e d  f o r  a  t r a n s f o r m a t i o n .  I f  o b s e r v a t i o n  3 i s  
d e l e t e d  t h e  e v i d e n c e  f o r  a  t r a n s  f o r m a t  i o n  a s  m e a s u r e d  b y  t h e  
e f f i c i e n t  s c o r e  S ( l )  i n c r e a s e s  f r o m  - 3 . 0 7  t o  - 4 . 0 8  a n d  t h e  MLE i s  
X *  0 . 0 3 .  T h e  i n d e x  p l o t  o f  i n f l u e n c e  m e a s u r e  T ^  i s  sh o w n  i n  
F i g u r e  2 . 5 b .  I t  r e v e a l s  t h a t  d e l e t i o n  o f  o b s e r v a t i o n  3 c a u s e s
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T a b l e  2 . 5  s a l i n i t y  d a t a
O b s e r v a t i o n S a l i n i t y
L a g g e d
S a l i n i t y T r e n d
W a t e r
f l o w Y e a r
1 7 . 6 8 . 2 4 2 3 . 0 0 5 7 2
2 7 . 7 7 . 6 5 2 3 . 8 7 3
3 4 . 3 4 . 6 0 2 6 . 4 1 7 7 3
4 5 . 9 4 . 3 1 2 4 . 8 6 8
5 5 . 0 5 . 9 2 2 9 . 8 9 5
6 6 . 5 5 . 0 3 2 4 . 2 0 0
7 8 . 3 6 . 5 4 2 3 . 2 1 5
8 8 . 2 8 . 3 5 2 1 . 8 6 2
9 1 3 . 2 1 0 .1 0 2 2 . 2 7 4 7 4
1 0 1 2 . 6 1 3 . 2 1 2 3 . 8 3 0
1 1 1 0 . 4 1 2 . 6 2 2 5 . 1 4 4
12 1 0 . 8 1 0 . 4 3 2 2 . 4 3 0
13 1 3 . 1 1 0 . 8 4 2 1 . 7 8 5
1 4 1 2 . 3 1 3 . 1 5 2 2 . 3 8 0
1 5 1 0 . 4 1 3 . 3 0 2 3 .9 2 7 7 5
16 1 0 . 5 1 0 . 4 1 3 3 . 4 4 3
17 7 . 7 1 0 .5 2 2 4 . 8 5 9
18 9 . 5 7 . 7 3 2 2 . 6 8 6
1 9 1 2 . 0 1 0 . 0 0 2 1 . 7 8 9 7 6
2 0 1 2 . 6 1 2 . 0 1 2 2 . 0 4 1
2 1 1 3 . 6 1 2 . 1 4 2 1 . 0 3 3
2 2 1 4 . 1 1 3 . 6 5 2 1 . 0 0 5
2 3 1 3 . 5 1 5 . 0 0 2 5 . 8 6 5 7 7
2 4 1 1 . 5 1 3 . 5 1 2 6 . 2 9 0
25 1 2 . 0 1 1 .5 2 2 2 . 9 3 2
2 6 1 3 . 0 1 2 . 0 3 2 1 . 3 1 3
27 1 4 . 1 1 3 . 0 4 2 0 . 7 6 9
2 8 1 5 . 1 1 4 . 1 5 2 1 . 3 9 3
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1.5
(a)
Tt
(b)
Figure 2.5. S a lin ity  Data corrected. (a) Index plot of 
Influence measure Tt (b) Observation 3 delated: Index
plot of Influence measure Ji .
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o b s e r v a t i o n  5  t o  b e c o m e  m o s t  i n f l u e n t i a l  i n  d e t e r m i n i n g  t h e  n e e d  
f o r  a  t r a n s f o r m a t i o n .  A f t e r  d e l e t i n g  o b s e r v a t i o n  5 t h e  e v i d e n c e  
f o r  a  t r a n s f o r m a t i o n  a s  m e a s u r e d  b y  t h e  e f f i c i e n t  s c o r e  S ( l )  i s  
r e d u c e d  t o  - 3 . 3 7  a n d  t h e  MLE b e c o m e s  0 . 3 3 .  F i g u r e  2 , 5  p r o v i d e s  
p o w e r f u l  d i a g n o s t i c  p l o t s  f o r  t h e  m a s k i n g  o f  t h e  e f f e c t  o f  
o b s e r v a t i o n s  5  b y  o b s e r v a t i o n s  3 a n d  1 6 .
T a b l e  2 . 6  S a l i n i t y  D a t a :  M axim um  l i k e l i h o o d  e s t i m a t e s
o f  x f o r  l e a s t  s q u a r e s  a n d  MSAE a n a l y s e s
D a t a
L e a s t  s q u a r e s  
X
MSAE
X
A l l  o b s e r v a t i o n s 0 . 9 7 0 . 4 4
O b s e r v a t i o n  1 6  ' c o r r e c t e d ' 0 . 4 6 0 . 3 4
O b s e r v a t i o n  1 6  ' c o r r e c t e d '  
O b s e r v a t i o n  3 'd e l e t e d *
- 0 . 1 5 0 . 0 3
O b s e r v a t i o n  1 6  * c o r r e c t e d ' 
O b s e r v a t i o n s  3 , 5  ' d e l e t e d '
0 . 3 7 0 . 3 3
T h i s  e x a m p le  i l l u s t r a t e s  t h a t  am MSAE a n a l y s i s  c a n  p r o v i d e  
u s e f u l  i n f o r m a t i o n  t o  t h e  d a t a  a m a l y s t .  T h e  r e s u l t s  f o r  t h e  MSAE 
a n a l y s i s  a r e  s u m m a r is e d  i n  T a b l e  2 . 6  w h e r e  t h e  MLEs o f  X w i t h  c a m e  
' c o r r e c t i o n '  a n d  d e l e t i o n  a r e  r e c o r d e d .  T h e  t a b l e  s h o w s  t h a t  f o r  
t h e  MSAE a n a l y s i s  t h e  MLE o f  X i s  m o r e  r o b u s t  t h a n  t h e  MLE u n d e r  
n o r m a l i t y  f o r  l e a s t  s q u a r e s  r e g r e s s i o n .
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2 . 8  SONMAIOr
I n  m a n y  a p p l i c a t i o n s  o f  l e a s t  s q u a r e s  r e g r e s s i o n  t h e r e  m a y  b e  
r e a s o n  t o  b e l i e v e  t h a t  t h e  e r r o r s  a r e  d r a w n  f r o m  a  d i s t r i b u t i o n  
t h a t  i s  s y m m e t r i c ,  b u t  h a s  l o n g e r  t a i l s  t h a n  t h e  n o r m a l  
d i s t r i b u t i o n .  I t  m ay  b e  t h a t  t h e  e r r o r s  f o l l o w  t h e  La p l a c e  
d i s t r i b u t i o n .  T h e n  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  m axim um  l i k e l i h o o d  
p r i n c i p l e  f o r  e s t i m a t i n g  p a r a m e t e r s  w o u ld  i n v o l v e  m i n i m i s i n g  t h e  
su m  o f  a b s o l u t e  e r r o r s ,  t h a t  i s  MSAE r e g r e s s i o n .
T h e  p u r p o s e  o f  t h i s  c h a p t e r  i s  t o  i n v e s t i g a t e  t h i s  
c o m b i n a t i o n  o f  L a p l a c e  e r r o r s  a n d  MSAE r e g r e s s i o n .  A t e s t  
p r o c e d u r e  i s  d e s c r i b e d  f o r  d e t e c t i n g  a  s i n g l e  o u t l i e r  i n  s i m p l e  
MSAE r e g r e s s i o n .  T h e  t e s t  s t a t i s t i c  i s  t h e  m axim um  s t a n d a r d i s e d  
r e s i d u a l  a n d  t h e  c r i t i c a l  v a l u e s  a r e  d e t e r m i n e d  u s i n g  a  s i m u l a t i o n  
s t u d y .  A l i k e l i h o o d  p r o c e d u r e  i s  p r o p o s e d  f o r  t r a n s f o r m i n g  
r e s p o n s e  v a r i a b l e s  i n  MSAE r e g r e s s i o n  i n  o r d e r  t o  a c h i e v e  a  m o d e l  
w i t h  L a p l a c e  e r r o r s  a s  w e l l  a s  t h e  u s u a l  d e s i d e r a t a  o f  c o n s t a n c y  
o f  v a r i a n c e  a n d  a d d i t i v i t y  o f  e f f e c t s . A l s o  d e s c r i b e d  a r e  
d i a g n o s t i c  m e th o d s  f o r  i d e n t i f y i n g  c a s e s  t h a t  i n f l u e n c e  t h e  c h o i c e  
o f  a  t r a n s f o r m a t i o n  f o r  t h e  r e s p o n s e  v a r i a b l e .
A p p l i c a t i o n  t o  e x a m p l e s  i l l u s t r a t e s  t h a t  t h i s  a p p r o a c h  c a n  
s o m e t im e s  p r o d u c e  am im p r o v e m e n t  o n  t h e  m o d e l  f i t t e d  t o  t h e  d a t a  
b y  p r e v i o u s  m e th o d s  a s  r e g a r d s  o u t l i e r s  a n d  c o n f o r m i t y  o f  
r e s i d u a l s  t o  h y p o t h e s i s e d  d i s t r i b u t i o n .  T h e  a p p r o a c h  ca m  a l s o  
c o n t r i b u t e  u s e f u l  i n f o r m a t i o n  o n  t h e  e f f e c t s  o f  i n d i v i d u a l  c a s e s .
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CHAPTER 3
TRANSFORMING TO THE GAMMA DISTRIBUTION
3 1 TgnpAry y ^ tfw
T h e  gam m a d i s t r i b u t i o n  w i t h  p r o b a b i l i t y  d e n s i t y  f u n c t i o n
( P d f )
% Q( t )  =  -  e — ~ —  o x  s; oo, e > o,  m > o  ( 3 . 1 . 1 )' e  ^ ' r (m) Qm
h a s  f o u n d  a p p l i c a t i o n  i n  m e t e o r o l o g y ,  i n v e n t o r y  t h e o r y ,  i n s u r a n c e  
r i s k  t h e o r y ,  e c o n o m ic s  a n d  q u e u i n g  t h e o r y .  I n  l i f e - t e s t i n g  t h e  
gam m a d i s t r i b u t i o n  i s  a  u s e f u l  l i f e t i m e  m o d e l  f o r  a  s y s t e m  i f  i t  
i n i t i a l l y  e x p e r i e n c e s  w e a r - o u t ,  r e a c h i n g  a  s t a b l e  s t a t e  o f  r e p a i r  
a s  t i m e  p a s s e s  s o  t h a t  a  c o n s t a n t  h a z a r d  f u n c t i o n  w o u ld  t h e n  
a p p l y .  T h e  gam m a d i s t r i b u t i o n  i n c l u d e s  t h e  e x p o n e n t i a l  
d i s t r i b u t i o n ,  i t s e l f  a  w i d e l y  u s e d  m o d e l  i n  l i f e - t e s t i n g ,  a s  a  
s p e c i a l  c a s e  ( m = l ) .
S u p p o s e  w e h a v e  a  s a m p le  o f  d a t a  w h ic h  w e w o u ld  l i k e  t o  t r e a t  
a s  f o l l o w i n g  a  gam m a d i s t r i b u t i o n  o f  k n o w n  o r d e r  m . I f  t h e  
a s s u m p t i o n  i s  n o t  v a l i d  i n  t h e  o r i g i n a l  s c a l e  o f  m e a s u r e m e n t  o f  
t h e  o b s e r v a t i o n s ,  i t  m ay  b e  t h a t  t h e r e  i s  a  t r a n s f o r m a t i o n  w h ic h  
w h e n  a p p l i e d  t o  t h e  d a t a  w o u ld  a l l o w  t h e  t r a n s f o r m e d  d a t a  t o  
f o l l o w  t h e  gam m a d i s t r i b u t i o n .
H e r n a n d e z  a n d  J o h n s o n  ( 1 9 8 0 )  p r o p o s e d  a  m e th o d  b a s e d  o n  t h e  
K u l l b a c k - L e i b l e r  i n f o r m a t i o n  n u m b e r  ( s e e  K u l l b a c k  1 9 6 8 )  f o r  
t r a n s f o r m i n g  a  r a n d o m  v a r i a b l e  w i t h  k n o w n  d i s t r i b u t i o n  t o  n e a r  
n o r m a l i t y .  A s i m i l a r  i n f o r m a t i o n  n u m b e r  a p p r o a c h  i s  a d o p t e d  f o r  
t r a n s f o r m i n g  a  k n o w n  d i s t r i b u t i o n  t o  a n  a p p r o x i m a t e  gam m a 
d i s t r i b u t i o n  o f  k n o w n  o r d e r .  T h e  i n f o r m a t i o n  n u m b e r  i s  e m p lo y e d  
a s  a  m e a s u r e  o f  d i s c r e p a n c y  b e t w e e n  tw o  p r o b a b i l i t y  
d i s t r i b u t i o n s .
DEFINITION: F o r  tw o  a b s o l u t e l y  c o n t i n u o u s  p d f ' s  f  x a n d  f 2 t h e
K u H b a c k - L e i b l e r  i n f o r m a t i o n  n u m b e r  i s  d e f i n e d  a s
A  p a r a m e t r i c  f a m i l y  o f  p o w e r  t r a n s f o r m a t i o n s  i s  c o n s i d e r e d .  T h e  
t r a n s f o r m a t i o n  p a r a m e t e r  a n d  t h e  gam m a s c a l e  p a r a m e t e r  a r e  
s e l e c t e d  s o  t h a t  t h e  i n f o r m a t i o n  n u m b e r  b e t w e e n  t h e  t r u e  d e n s i t y  
o f  t h e  t r a n s f o r m e d  v a r i a b l e  a n d  t h e  gam m a d i s t r i b u t i o n  o f  k n o w n  
o r d e r  i s  a  m in im u m .
A n a l t e r n a t i v e  m e a s u r e  o f  d i s c r e p a n c y  i s  p r o v i d e d  b y  t h e  L x 
n o rm  o f  f x -  f 2 , t h a t  i s  J  j f ^ t )  -  f 2 ( t ) | d t ,  b u t  t h e  m o d u lu s  o f  a  
f u n c t i o n  i s  a n a l y t i c a l l y  a w k w a rd . I n  a d d i t i o n ,  t h e  L x n o rm  g i v e s  
e q u a l  w e i g h t  t o  e q u a l  d i f f e r e n c e s  b e t w e e n  f ± a n d  f 2 a n d  d o e s  n o t  
t a k e  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  s m a l l e r  d e n s i t y  i n t o  a c c o u n t . T h e  L 2 
n o rm  o f  y/£x  -  V f 2 , t h a t  i s  J  ( v f x ( t )  -  v ' f z ( t ) ) 2 d t ,  a n d  t h e  
i n f o r m a t i o n  n u m b e r  a r e  s u p e r i o r  o n  b o t h  c o u n t s .  H o w e v e r ,  u s i n g
( 3 . 1 . 2 )
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t h e  i n f o r m a t i o n  n u m b e r  a s  a  m e a s u r e  o f  d i s c r e p a n c y  h a s  a  m a j o r  
a d v a n t a g e  w h e n  t r a n s f o r m i n g  d a t a  f r o m  a  k n o w n  d i s t r i b u t i o n  t o  
f o l l o w  t h e  gam m a d i s t r i b u t i o n  o f  k n o w n  o r d e r .  T h e  p a r a m e t e r  
v a l u e s  t h a t  m i n i m i s e  t h e  i n f o r m a t i o n  n u m b e r  a r e  t h e  l i m i t i n g  
v a l u e s  o f  t h e  e s t i m a t e s  o b t a i n e d  u s i n g  a  l i k e l i h o o d  p r o c e d u r e  
( D r a p e r  a n d  G u t tm a n ,  1 9 6 8 ) .
T h e  i n f o r m a t i o n  n u m b e r  a p p r o a c h  f o r  t r a n s f o r m i n g  k n o w n  
d i s t r i b u t i o n s  t o  t h e  gam m a d i s t r i b u t i o n  o f  k n o w n  o r d e r  i s  
p r e s e n t e d  i n  S e c t i o n  3 . 2  a n d  a p p l i e d  t o  f a m i l i e s  o f  p d f ' s  i n  
S e c t i o n  3 . 3 .  I n  S e c t i o n  3 . 4  t h e  l i k e l i h o o d  p r o c e d u r e  f o r  
t r a n s f o r m i n g  d a t a  t o  f o l l o w  a  gam m a d i s t r i b u t i o n  o f  k n o w n  o r d e r  i s  
d e s c r i b e d  a n d  i t s  l a r g e - s a m p l e  b e h a v i o u r  i n v e s t i g a t e d .
3.2 THE INFORMATION NUMBER APPROACH
C o n s i d e r  a  p o s i t i v e  r a n d o m  v a r i a b l e  Y w i t h  p d f  f (  . )  a n d  t h e  
s i m p l e  p o w e r  t r a n s f o r m a t i o n  f a m i l y
z  -
y A , x *  o
l o g  y ,  X =  0 ,
( 3 . 2 . 1 )
L e t  f ^ (  . ) b e  t h e  p d f  o f  t h e  t r a n s f o r m e d  v a r i a b l e  z .  T h e  o b j e c t i v e  
i s  t o  m i n i m i s e  I [ f ^ ?  9m,@] f o r  s u i t a b l e  c h o i c e s  o f  e  a n d  X, g i v e n  
m . F o r  X f i x e d ,  t h e  m i n i m i s i n g  v a l u e  o f  0  i s
e*(x) =
±  E f ( y A ) , X ^ O
~  E f ( l o g  y ) ,  X =  0
( 3 . 2 . 2 )
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F o r  t h i s  c h o i c e  o f  e  t h e  i n f o r m a t i o n  n u m b e r  a s  a  f u n c t i o n  o f  X
r e a d s
m ( l - l o g m )  +  l o g [ r ( m ) ]  +  ( 1 - m X ) E f ( l o g y )
+  m l o g [ E f ( y x ) ]  +  E f { l o g [ f ( y ) ] }  -  l o g  X, X *  0  
K( X ) *= ( 3 . 2 . 3 )
m ( l - l o g m )  +  l o g [ r ( m ) ]  +  E f ( l o g y )  +  m l o g [ E f ( l o g y ) ]
+  E f  ( l o g [ f ( y ) ] )  -  ( m  -  l ) E f [ l o g (  l o g y ) ] ,  x -  0 .
T h e  e x p r e s s i o n s  9 * ( X )  a n d  K ( X )  a r e  d e r i v e d  i n  A p p e n d ix  B . T h e  
f u n c t i o n  K ( . )  i s  p l o t t e d  a g a i n s t  X a n d  t h e  m i n i m i s i n g  v a l u e ,  X*, 
e s t i m a t e d  f r o m  t h e  p l o t .
I m p ro v e m e n t  t o w a r d s  t h e  gam m a d i s t r i b u t i o n  c a n  b e  a s s e s s e d  
n u m e r i c a l l y  a n d  g r a p h i c a l l y  o n  c o m p a r i s o n  o f
( i )  t h e  i n f o r m a t i o n  n u m b e r s
I C*x«»Ve*l  and I ^f ,g m,©Y^
w h e r e  e* -  e*(x*), «  E f ( Y ) / m  a n d  i s  a  m e a s u r e
o f  how  f a r  t h e  o r i g i n a l ,  p d f  f (  . )  i s  f r o m  a  gam m a p d f  o f  o r d e r
( i i )  p l o t s  o f  f x * ( . )  a n d  g m # e * ( . )
3.3 EXAMPLES
T h e  l o g n o r m a l ,  W e i b u l l  a n d  P a r e t o  f a m i l i e s  o f  p d f ' s  l e n d  
t h e m s e l v e s  r e a d i l y  a s  e x a m p l e s  t o  t h e  i n f o r m a t i o n  n u m b e r  a p p r o a c h
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f o r  t r a n s f o r m i n g  f r o m  a  k n o w n  d i s t r i b u t i o n  t o  a n  a p p r o x i m a t e  gam m a 
d i s t r i b u t i o n  o f  k n o w n  o r d e r .
Example 3 . 1  L o g n o rm a l  f a m i l y
T h e  l o g n o r m a l  d i s t r i b u t i o n  h a s  p d f
f ( y ) V2tti —  e x p  | --- ^  ( l o g y  -  m ) 2 [ y  > 0 ,  i j i |  < eo, cr > 0 .ay I 2<y J
( 3 . 3 . 1 )
T h e  K u l l b a c k - L e i b l e r  i n f o r m a t i o n  n u m b e r  a s  a  f u n c t i o n  o f  X r e a d s  
K ( X )  *  m ( l - l o g m )  +  lo g [ r * ( m ) ]  -  ~ [ 1  +  l o g ( 2 t r ) ]  +  i m X 2 <r2 -  l o g ( a X ) .
( 3 . 3 . 2 )
T h e  m i n i m i s i n g  v a l u e s  o f  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  p a r a m e t e r  a n d  t h e
gam m a s c a l e  p a r a m e t e r  a r e
X *  *  — i —  ( 3 . 3 . 3 )
vm a
a n d
e* * -  expj— ^  ^  I ( 3 . 3 . 4 )m Lvm a 2m J
r e s p e c t i v e l y .  N o te  t h a t  K ( X ) ,  X* a n d  0 *  a r e  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  
s c a l e  p a r a m e t e r  e ^  a n d  f o r  f i x e d  m , X* d e c r e a s e s  w i t h  i n c r e a s i n g  
a .
T h e  m i n i m i s e d  i n f o r m a t i o n  n u m b e r
K ( X * )  -  m ( l  -  l o g  m)  +  l o g £ r ( m ) ]  +  ^  io q (m /2 n )  ( 3 . 3 . 5 )
d e p e n d s  o n l y  o n  m a n d  d e c r e a s e s  w i t h  i n c r e a s i n g  m.
T h e  p o w e r  t r a n s f o r m a t i o n  o f  a  l o g n o r m a l  v a r i a b l e  i s  a l s o
l o g n o r m a l  a n d  x *  *  1  i f  a n d  o n l y  i f  t h e  l o g n o r m a l  s h a p e  p a r a m e t e r  
a  t a k e s  t h e  v a l u e  1 /v m . T h e r e f o r e ,  am o n g  a l l  p o s s i b l e  l o g n o r m a l  
d i s t r i b u t i o n s ,  w i t h  t h e  K u l l b a c k - L e i b l e r  i n f o r m a t i o n  n u m b e r  u s e d
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a s  a  m e a s u r e  o f  d i s c r e p a n c y ,  t h e  l o g n o r m a l  d i s t r i b u t i o n  w i t h  a  *  
1 /v tn  i s  ' c l o s e s t '  t o  t h e  gam m a d i s t r i b u t i o n  o f  o r d e r  m . T h e  gam m a 
s c a l e  p a r a m e t e r  i s  e *  -  1/m  e x p  (M +  l / 2m } .
F o r  t h e  c a s e  o f  t r a n s f o r m i n g  t o  t h e  gam m a d i s t r i b u t i o n  o f  
o r d e r  4 ,  F i g u r e  3 . 1  s h o w s  t h a t  t h e  p l o t s  o f  f X* a n d  g 4 f 0* f o r  a  -
0 . 5  a n d  pL *  0 , 1  a n d  2 cure q u i t e  c l o s e .  T h e  p l o t s  o f  f X* a n d
g 9 , 9 *  f o r  t r a n s f o r m i n g  t o  t h e  gam m a d i s t r i b u t i o n  o f  o r d e r  9  a n d
f o r  a  «  1 / 3  a n d  pL =  0 r 1 a n d  2 ,  a r e  c l o s e r  s t i l l .  T h e  p l o t s  a r e
d i s p l a y e d  i n  F i g u r e  3 . 2 .
E x a m p le  3 . 2  W e i b u l l  f a m i l y
T h e  W e i b u l l  d i s t r i b u t i o n  h a s  p d f  o f  t h e  f o r m
£ ( y )  =  ^  
a
0 - 1
e x p i-m y  > 0 ,  a  > 0 ,  /3 > 0 .
( 3 . 3 . 6 )
I t  i s  r e a d i l y  sh o w n  t h a t
K ( X )  «  m ( l - l o g m )  +  l o g [ r ( m ) ]  +  l o g
+ m l o g j r j l  + j^J| -  1,
1  -  m -  y  
0J
( 3 . 3 . 7 )
w h e r e  y  - 0 . 5 7 7 2 2  i s  E u l e r ' s  c o n s t a n t  a n d  t h e  m i n i m i s i n g  gam m a 
s c a l e  p a r a m e t e r  a s  a  f u n c t i o n  o f  X r e a d s
r [ ]  
m L
/ 3 * ( x )  *  i i  +  -  
0 ,
( 3 . 3 . 8 )
E x p r e s s i o n s  ( 3 . 3 . 7 )  a n d  ( 3 . 3 . 8 )  a r e  b o t h  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  s c a l e  
p a r a m e t e r  a .  T h e  a p p r o x i m a t i o n
r ( l + J c ) s a  1  -  0 .5 7 4 8 6 4 6 k  + 0 .9 5 1 2 3 6 3 k 2 -  0 .6 9 9 8 5 8 8 k 3 
+  0 . 4 2 4 5 5 4 9 k *  -  0 . 1 0 1 0 6 7 8 k 5
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Figure 3.1. Plots of f # (solid lines) and g m (broken lines)X 4j8
fo r  th e  Lognormal D is tr ib u t io n  tcr*«1/2 ) .
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Figure 3.2 Plots of f ,  (solid lines) and g * (broken lines)
" X 9*5
fo r  the  Lognormal D is tr ib u t io n  (c r«1 /3  )•
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m ay  b e  u s e d  f o r  0  < k  < 1 .  T h i s  a n d  o t h e r  a s y m p t o t i c  f o r m u l a e  f o r  
t h e  gam m a f u n c t i o n  c a n  b e  f o u n d  i n  A b ra m o w itz  a n d  S t e g u n  ( 1 9 6 5 ) .
F i g u r e  3 . 3  s h o w s  t h e  ' c l o s e n e s s  * o f  f  t o  t h e  gam m a 
d i s t r i b u t i o n  o f  o r d e r  2 f o r  0 = 1  a n d  f o r  a  =  1 ,  2 a n d  4 .  F i g u r e
3 . 4  d i s p l a y s  f ^ *  a n d  g 4  f o r  t r a n s f o r m i n g  t o  t h e  gam m a 
d i s t r i b u t i o n  o f  o r d e r  4 .  T h e  p a r a m e t e r  v a l u e s  0 = 2  a n d  a  =  1 ,  2 
a n d  5  a r e  c h o s e n  f o r  i n s p e c t i o n .
F o r  t h e  e x p o n e n t i a l  c a s e  ( m = l )
X* =  0 ,  ©* =  a
a n d
K ( X * ) =  0 .
T h i s  a g r e e s  w i t h  t h e  r e l a t i o n s h i p  w h ic h  e x i s t s  b e t w e e n  t h e  W e i b u l l  
a n d  e x p o n e n t i a l  d i s t r i b u t i o n s .  I f  Y i s  a  W e i b u l l  ( 0 , c x )  r a n d o m  
v a r i a b l e  t h e n  Y*3 h a s  t h e  e x p o n e n t i a l  d i s t r i b u t i o n  w i t h  s c a l e  
p a r a m e t e r  a .
F o r  t h e  g e n e r a l  c a s e ,  K( . )  i s  a  f u n c t i o n  o f  0 /X  a n d  
c o n s e q u e n t l y  0 /X *  i s  c o n s t a n t  a n d  e q u a l  t o  1 ^  s a y .  T h e  p o w e r  
t r a n s f o r m a t i o n  o f  a  W e i b u l l  v a r i a b l e  i s  a l s o  W e i b u l l  a n d  X* =  1  i f  
a n d  o n l y  i f  t h e  W e i b u l l  s h a p e  p a r a m e t e r  0  t a k e s  t h e  v a l u e  1 ^ .  
T h e r e f o r e ,  am ong  a l l  p o s s i b l e  W e i b u l l  d i s t r i b u t i o n s ,  u s i n g  t h e  
K u l l b a c k - L e i b l e r  i n f o r m a t i o n  n u m b e r  a s  a  m e a s u r e  o f  d i s c r e p a n c y ,  
t h e  W e i b u l l  d i s t r i b u t i o n  w i t h  s h a p e  p a r a m e t e r  0  =  k j^  i s  ’ c l o s e s t '  
t o  t h e  gam m a d i s t r i b u t i o n  o f  o r d e r  m . T h e  gam m a s c a l e  p a r a m e t e r  
i s  ©* =  a /m  r ( l  + 1 / 3 ^ ) .
V a l u e s  o f  ^  f o r  a  r a n g e  o f  m v a l u e s  a r e  r e c o r d e d  i n  T a b l e  
3 . 1 .  T h e  f o l l o w i n g  e x p r e s s i o n  m ay  b e  u s e d  t o  a p p r o x i m a t e  1 ^  f o r  
t h e  gam m a o r d e r  m
Figure 3.3. Plots of f (solid lines) and q (broken lines) 
for the Weibull D istribution ({3 « 2 ).
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1.2
1.1 *
Figure 3.4. Plots of f (solid lines) and g (broken lines) 
for the Weibull D istribution (p ** 2 ) .
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T a b l e  3 . 1  C o n s t a n t s  3 ^  f o r  d i f f e r e n t  v a l u e s  o f  gam m a o r d e r  m
m *m
0.2 0.3557
0.4 0.5630
0 .6 0.7292
0.8 0.8723
1 .0 1 .0
2.0 1.5099
3.0 1.9073
4.0 2.2457
5.0 2.5452
6.0 2.8161
7.0 3.0656
8.0 3.2982
9.0 3.5162
10.0 3.7230
12.0 4.1067
14.0 4.4583
16.0 4.7870
18.0 5.0968
20.0 5.3879
25.0 6.0606
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Xjh « .  0 .0 0 7 0 8 7 m '" *  -  0 .0 8 0 0 2 m “ 3 +  0 .3 3 2 8 m ” z -  O ^ O e m T 1- 
+  1 .0 7 3  +  0 .3 9 1 5 m  -  0 .0 1 7 0 7 m z +  0 .0 0 0 6 0 1 6 m 3 -  0 .0 0 0 0 0 9 1 5 m 4 .
( 3 . 3 . 9 )
T h i s  a p p r o x i m a t i o n  i s  a c c u r a t e  t o  t h r e e  d e c i m a l  p l a c e s .
E x a m p le  3 . 3  P a r e t o  f a m i l y
T h e  P a r e t o  d i s t r i b u t i o n  h a s  p d f  o f  t h e  f o r m
f ( y )  *  c a c / y c + i , y  > a  > o ,  c  > 0 .  ( 3 . 3 . 1 0 )
S i n c e  a  i s  a  s c a l e  p a r a m e t e r ,  i t  i s  s u f f i c i e n t  t o  c o n s i d e r  a  =  1 .  
T h e n
m( 1  -  l o g  m ) +  l o g [ r ( m ) ]  +  m l o g [ c / ( c - X ) ]  +  l o g ( c / X )
-  m X /c  -  1 ,  X *  0 
K (X ) -  ( 3 . 3 . 1 1 )
m ( l - l o g m )  +  l o g [ r ( m ) ]  +  ( l - m ) l o g c  + c y ( l - m )  -  l f
x *  0 .
T h e  m i n i m i s i n g  g a n m a  s c a l e  p a r a m e t e r  a s  a  f u n c t i o n  o f  x  i s
e * (x )
^  c / (  c  -  X ) ,m
1
me
X *  o
X -  o ,
( 3 . 3 . 1 2 )
F o r  t r a n s f o r m i n g  t o  t h e  e x p o n e n t i a l  d i s t r i b u t i o n  ( m * l )
X* -  0 ,  9 *  -  1 / c
a n d
K(X*) - 0.
T h i s  a g r e e s  w i t h  t h e  f o l l o w i n g  r e l a t i o n s h i p  w h i c h  e x i s t s  b e t w e e n  
t h e  P a r e t o  a n d  e x p o n e n t i a l  d i s t r i b u t i o n s .  I f  Y i s  a  P a r e t o  r a n d o m
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v a r i a b l e  t h e n  l o g  Y h a s  t h e  e x p o n e n t i a l  d i s t r i b u t i o n  w i t h  s c a l e  
p a r a m e t e r  l / c .
F o r  v a l u e s  o f  m o t h e r  t h a n  o n e ,  t h e  v a l u e  o f  t h e  
t r a n s f o r m a t i o n  p a r a m e t e r  w h ic h  m i n i m i s e s  t h e  K u l l b a c k - L e i b l e r  
i n f o r m a t i o n  n u m b e r  m ay  b e  r e a d i l y  c a l c u l a t e d  a s
X* «  r .i — Ct  ( 3 . 3 . 1 3 )
2m
T r a n s f o r m a t i o n  e s t i m a t e s  a n d  i n f o r m a t i o n  n u m b e r s  f o r  v a r i o u s  
l o g n o r m a l ,  W e i b u l l  a n d  P a r e t o  d i s t r i b u t i o n s  a r e  d i s p l a y e d  i n  T a b l e  
3 . 2 .  T h e  t a b l e  i l l u s t r a t e s  n u m e r i c a l l y ,  f o r  s e l e c t e d  v a l u e s  o f  m,
T a b l e  3 . 2  T r a n s f o r m i n g  t o  t h e  Gamma d i s t r i b u t i o n  o f  k n o w n  
o r d e r  m s C o m p a r i s o n  o f  t r a n s f o r m a t i o n s  a n d  i n f o r m a t i o n  n u m b e rs
m D i s t r i b u t i o n X*
0 . 5 L o g n o r m a l (  jut, 0 . 5  ) 2 .8 2 8 4 1 . 0 9 4 0 0 .1 5 3 2
L o g n o r m a l  ( jx ,2 ) 0 .7 0 7 1 0 .7 2 5 3 0 .1 5 3 2
1 .0 L o g n o r m a l (  /x, 0 . 5 ) 2.0 0 . 6 4 6 0 0 .0 8 0 9
L o g n o r m a l(  n ,  2 ) 0 . 5 2 . 0 1 5 0 0 .0 8 0 9
L o g n o r m a l(  jx, 1 ) 0 .7 0 7 1 0 . 5 0 7 9 0 .0 4 1 1
L o g n o r m a l (  jx, 2 ) 0 .3 5 3 6 5 . 3 6 9 0 0 . 0 4 1 1
2.0 W e i b u l l ( 0 . 5 , a ) 0 .3 3 2 0 2 . 6 9 5 0 0 . 0 0 6 1
W e i b u l l ( 2 , a ) 1 .3 2 5 0 0 . 1 8 6 5 0 . 0 0 6 1
P a r e t o ( l , 2 ) 1.0 0 . 6 9 3 1 0 . 6 9 3 1
L o g n o r m a l (  /x, 1 ) 0 . 5 2 . 2 0 8 0 0 .0 2 0 6
L o g n o r m a l (  jx, 2  ) 0 . 2 5 6 .1 3 4 5 0 .0 2 0 6
4 . 0 W e i b u l l ( 0 . 5 , a ) 0 .2 2 3 0 8 .6 7 0 0 0 .0 1 9 5
w e i b u l l ( 2 , a ) 0 .8 9 7 0 1 .6 6 5 0 0 .0 1 9 5
P a r e t o ( l , 2 ) 0 .7 8 0 8 0 . 7 1 2 3 0 .6 0 5 3
6.0 L o g n o r m a l (  jx, 0 . 5 ) 0 .8 1 6 5 0 . 2 5 6 3 0 .0 1 3 7
L o g n o r m a l (  fx, 1 ) 0 .4 0 8 2 4 . 4 8 6 0 0 .0 1 3 7
9 . 0 L o g n o r m a l (  jx, 0 . 5  ) 0 .6 6 6 7 1 . 0 8 1 0 0 . 0 0 9 0
L o g n o r m a l (  jx, 1 ) 0 .3 3 3 3 8 .5 3 2 0 0 . 0 0 9 0
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t h e  im p r o v e m e n t  t o w a r d s  t h e  gam m a d i s t r i b u t i o n  i n t r o d u c e d  b y  t h e  
t r a n s f o r m a t i o n  f o r  t h e  l o g n o r m a l  a n d  w e i b u l l  d i s t r i b u t i o n s .  
T r a n s f o r m i n g  i s  c l e a r l y  n o t  s u c c e s s f u l  f o r  t h e  P a r e t o  
d i s t r i b u t i o n .
3.4 THE LARGE—SAMPLE BEHAVIOUR OF THE LIKELIBOOO PROCEDURE
D r a p e r  a n d  G u t tm a n  ( 1 9 6 8 )  i n v e s t i g a t e d  t r a n s f o r m a t i o n s  o f  
d a t a  w h ic h  a l l o w  t h e  t r a n s f o r m e d  d a t a  t o  f o l l o w  a n  a p p r o x i m a t e  
g a m n a  d i s t r i b u t i o n  o f  k n o w n  o r d e r .  T h e y  a d o p t e d  a  l i k e l i h o o d  
a p p r o a c h  s i m i l a r  t o  t h a t  o f  B o x  a n d  c o x  ( 1 9 6 4 ) .  F o r  t h e  r a n d o m  
s a m p le  y 1 , . . . , y n , t h e i r  h y p o t h e s i s  w a s  t h a t  f o r  so m e  X t h e  *
y i '  1  -  1  n  f o l l o w  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  k n o w n  o r d e r  m a n d
s c a l e  p a r a m e t e r  0  t o  b e  e s t i m a t e d .  F o r  f i x e d  X t h e  v a l u e  o f  9  
t h a t  m a x i m i s e s  t h e  l o g a r i t h m  o f  t h e  l i k e l i h o o d  f o r  t h e  o r i g i n a l ,  
o b s e r v a t i o n s  i s
S u b s t i t u t i o n  o f  t h i s  m axim um  l i k e l i h o o d  e s t i m a t e  (M LE) f o r  0  i n  
t h e  l o g - l i k e l i h o o d  y i e l d s ,  a p a r t  f r o m  a  c o n s t a n t ,
n
e n( X )  -  Z  Y i /m n .  
i - 1
( 3 . 4 . 1 )
n n
L ( X ) « ( m X - l )  t  l o g  Y i  -  mn l o g  Z  y ^ / n  +  n  l o g  X .
i - 1 i - l
( 3 . 4 . 2 )
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T h e  f u n c t i o n  L( . ) c a n  b e  p l o t t e d  a g a i n s t  X a n d  t h e  m a x i m i s i n g
v a l u e  Xn  e s t i m a t e d  f r o m  t h e  p l o t .
I f  y  , . . ,  , y n  i s  a  r a n d o m  s a m p le  f r o m  f (  . ) ,  t h e n  f o r  l a r g e
n
s a m p l e s  a n d  g e n e r a l  f u n c t i o n  h ( . ) ,  -  E hCy^^) w E f [ h ( y ) ] .  T h i s
i -1
i m p l i e s  t h a t  f o r  l a r g e  n  a n d  s u i t a b l e  c h o i c e s  o f  h ,  t h e  f o l l o w i n g  
a p p r o x i m a t i o n s  h o l d  f o r  t h e  MLE o f  0  a n d  t h e  l o g - l i k e l i h o o d  L (X )
e n ( X )  a  i  E f ( y * ) ,  ( 3 . 4 . 3 )
L( A ) »  n (m *  -  l ) E f ( l o g  y )  -  mn l o g ( E f ( y * ) ]  +  n l o g A .  ( 3 . 4 . 4 )
B u t  t h e s e  l a r g e - s a m p l e  a p p r o x i m a t i o n s  o f  0 n ( X )  a n d  L (X )  a r e  © *(X ) 
a n d  -n K ( X )  ( a p a r t  f r o m  a  c o n s t a n t )  r e s p e c t i v e l y .  T h i s  m e a n s  t h a t  
t h e  m axim um  l i k e l i h o o d  e s t i m a t e s ,  ©n ( Xn ) a n d  Xn , c o n v e r g e  t o  t h e  
v a l u e s ,  e * ( X * )  a n d  X *, t h a t  m i n i m i s e  t h e  K u l l b a c k - L e i b l e r  
i n f o r m a t i o n  n u m b e r  b e t w e e n  f x ( . ) ,  t h e  t r u e  d e n s i t y  f o r  t h e  
t r a n s f o r m e d  v a r i a b l e  a n d  a  gam m a d i s t r i b u t i o n  o f  k n o w n  o r d e r .
A  s i m u l a t i o n  s t u d y  i s  c o n d u c t e d  t o  i l l u s t r a t e  t h i s  r e s u l t  f o r  
t h e  t r a n s f o r m a t i o n  p a r a m e t e r .  Two h u n d r e d  r a n d o m  s a m p l e s  a r e  
g e n e r a t e d  f r o m  s e l e c t e d  d i s t r i b u t i o n s  f o r  e a c h  o f  t h e  s a m p le  s i z e s  
2 0 ,  4 0 ,  6 0 ,  8 0 ,  1 0 0  a n d  1 5 0 .  F o r  e a c h  s a m p le  t h e  MLE o f  X f o r  
t r a n s f o r m i n g  t o  a  gam m a d i s t r i b u t i o n  o f  k n o w n  o r d e r  m , i s  
c a l c u l a t e d .  T h e  m e a n  v a l u e s  ( t o g e t h e r  w i t h  t h e  s t a n d a r d  
d e v i a t i o n s ) a r e  r e c o r d e d  i n  T a b l e  3 . 3  f o r  c o m p a r i s o n  w i t h  t h e  
e s t i m a t e s  o f  X o b t a i n e d  o n  m i n i m i s i n g  t h e  i n f o r m a t i o n  n u m b e r .  
T a b l e  3 . 3  s h o w s  c l e a r l y  t h a t  t h e  v a l u e  o f  X t h a t  m i n i m i s e s  t h e  
i n f o r m a t i o n  n u m b e r  i s  t h e  l i m i t i n g  v a l u e  o f  t h e  MLE.
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3.5 CONCLUDING REMARKS
T h i s  c h a p t e r  p r e s e n t s  a n  i n f o r m a t i o n  a p p r o a c h  f o r  
t r a n s f o r m i n g  v a r i a b l e s  w i t h  k n o w n  d i s t r i b u t i o n s  t o  f o l l o w  t h e  
gam m a d i s t r i b u t i o n  o f  k n o w n  o r d e r ,  w i t h  a p p l i c a t i o n s  i n c l u d i n g  t h e  
l o g n o r m a l ,  W e i b u l l  a n d  P a r e t o  d i s t r i b u t i o n s .  A t r a n s f o r m a t i o n  i s  
d e t e r m i n e d  b y  c o n s i d e r i n g  a  p a r a m e t r i c  f a m i l y  o f  p o w e r  
t r a n s f o r m a t i o n s  a n d  e m p lo y in g  t h e  K u l l b a c k - L e i b l e r  i n f o r m a t i o n  
n u m b e r  a s  a  m e a s u r e  o f  d i s c r e p a n c y  b e t w e e n  tw o  p r o b a b i l i t y  
d i s t r i b u t i o n s .  T h e  t r a n s f o r m a t i o n  p a r a m e t e r  a n d  t h e  gam m a s c a l e  
p a r a m e t e r  a r e  c h o s e n  t o  m i n i m i s e  t h e  i n f o r m a t i o n  n u m b e r  b e t w e e n  
t h e  t r u e  d e n s i t y  o f  t h e  t r a n s f o r m e d  v a r i a b l e  a n d  t h e  gam m a 
d i s t r i b u t i o n  o f  k n o w n  o r d e r .  T h e  p a r a m e t e r  v a l u e s  o b t a i n e d  a r e  
t h e  l i m i t i n g  v a l u e s  o f  t h e  m axim um  l i k e l i h o o d  e s t i m a t e s  r e s u l t i n g  
f r o m  t h e  l i k e l i h o o d  p r o c e d u r e  o f  D r a p e r  a n d  G u t tm a n  ( 1 9 6 8 )  f o r  
t r a n s f o r m i n g  d a t a  t o  f o l l o w  a  gam m a d i s t r i b u t i o n  o f  k n o w n  o r d e r ,  A 
s i m u l a t i o n  s t u d y  w a s  u n d e r t a k e n  t o  i l l u s t r a t e  t h e  l a r g e - s a m p l e  
b e h a v i o u r  o f  t h e  m axim um  l i k e l i h o o d  e s t i m a t o r  a n d  t h e  r e s u l t s  a r e  
p r e s e n t e d .  F i n a l l y ,  t h e  i n f o r m a t i o n  n u m b e r  a p p r o a c h  a l l o w s  u s  t o  
d e t e r m i n e  t h e  l o g n o r m a l  a n d  W e i b u l l  d i s t r i b u t i o n s  t h a t  a r e  h a r d e s t  
t o  d i s c r i m i n a t e  f r o m  a  gam m a d i s t r i b u t i o n  o f  k n o w n  o r d e r .
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CHAPTER 4
THE RATIO PROCEDURE FOR MODEL TESTING 
AND ESTIMATION
4.1 INTRODUCTION
G r a p h i c a l  t e c h n i q u e s  a r e  p o w e r f u l  t o o l s  f o r  i n v e s t i g a t i n g  
d a t a  a n d  d i s p l a y i n g  i n f o r m a t i o n  o n  t h e  u n d e r l y i n g  d i s t r i b u t i o n .  
T h e y  a r e  u s e f u l  f o r  d e t e r m i n i n g  t h e  g o o d n e s s - o f - f i t  o f  t h e  d a t a  t o  
a  h y p o t h e s i s e d  d i s t r i b u t i o n  a n d  f o r  d e t e c t i n g  o u t l i e r s  o r  
c o n t a m i n a t i o n .  Som e t e c h n i q u e s  m ay  a l s o  b e  u s e d  t o  s u p p l y  
p a r a m e t e r  e s t i m a t e s  w i t h i n  a  m o d e l .
T h e  p u r p o s e  o f  t h i s  c h a p t e r  i s  t o  p r e s e n t  a  n ew  g r a p h i c a l  
p r o c e d u r e .  T h e  p r o c e d u r e  a p p l i e s  t o  a n y  d i s t r i b u t i o n  ( w i t h  
a s s o c i a t e d  r a n d o m  v a r i a b l e  Y ) f o r  w h ic h  t h e  f o l l o w i n g  h o l d s :  so m e
p o w e r  t r a n s f o r m a t i o n  o f  Y h a s  a  d i s t r i b u t i o n  w h ic h  d o e s  n o t  
i n c l u d e  a n  u n k n o w n  s h a p e  p a r a m e t e r .  T h e r e f o r e ,  a p p l i c a t i o n  o f  
t h e  p r o c e d u r e  i s  f e a s i b l e  f o r  i m p o r t a n t  p a r a m e t r i c  m o d e l s  
i n c l u d i n g  t h e  e x p o n e n t i a l ,  u n i f o r m ,  P a r e t o ,  W e i b u l l ,  G u m b e l,  
n o r m a l ,  l o g n o r m a l ,  l o g i s t i c  a n d  l o g - l o g i s t i c  d i s t r i b u t i o n s .  I f  
t h e  h y p o t h e s i s e d  d i s t r i b u t i o n  d o e s  n o t  i n c l u d e  a n  u n k n o w n  s h a p e  
p a r a m e t e r  t h e  n ew  t e c h n i q u e  i s  m o re  i n f o r m a t i v e  t h a n  o t h e r  
e s t a b l i s h e d  t e c h n i q u e s ,  i n  t h a t  w h e n  t h e  h y p o t h e s i s e d  d i s t r i b u t i o n  
i s  r e j e c t e d ,  t h e  g r a p h s  p r o v i d e  a n  e s t i m a t e  o f  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  
t o  t h a t  d i s t r i b u t i o n .
T h e  t e c h n i q u e  i s  b a s e d  o n  a  g e n e r a l i s a t i o n  o f  a  r a t i o  R ( y )  
i n t r o d u c e d  b y  T a r t e r  a n d  K o w a l s k i  ( 1 9 7 2 )  w ho d e f i n e d  R ( y )  t o  t e s t  
f o r  a n d  s u g g e s t  t r a n s f o r m a t i o n s  t o  n o r m a l i t y .  T h e i r  d e f i n i t i o n  
i s
4xJ>- 1P ( y )
R (Y ) =  — -7 - - ; -------  , ( 4 . 1 . 1 )
f ( y )
w h e r e  f  a n d  4> r e p r e s e n t  t h e  d e n s i t y  f u n c t i o n  o f  a  g i v e n  r a n d o m  
s a m p le  a n d  t h e  s t a n d a r d  n o r m a l  d e n s i t y  r e s p e c t i v e l y ,  w i t h  
c o r r e s p o n d i n g  c u m u l a t i v e  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n s  P  a n d  $ .
T a r t e r  a n d  K o w a l s k i  u s e d  t h e  f o l l o w i n g  r e s u l t s  t o  r e l a t e  t h e  
r a t i o  R ( y )  t o  t r a n s f o r m a t i o n s  t o  n o r m a l i t y .
!L e t ( a , b )  b e  a n  o p e n  i n t e r v a l  o n  w h ic h  f ( y )  a n d  4>(Y) a r e  
c o n t i n u o u s  a n d  n o n - z e r o .  T h e n
( 1 )  I f  t h e r e  e x i s t s  a  f u n c t i o n  vp (y ) s u c h  t h a t  M /'(y )  -  
d \ K y ) / d y  i s  c o n t i n u o u s  a n d  n o n - z e r o  o n  ( a , b )  a n d  i f  F ( y )  -  
4> [\p(y)+K ] o n  ( a , b )  f o r  f i x e d  c o n s t a n t  k , t h e n  R ( y )  =  1 / ty ' ( y ) o n  
( a , b ) .
C o n v e r s e l y
( 2 )  I f  R ( y )  =  l /v p ’ ( y )  i s  c o n t i n u o u s  a n d  n o n - z e r o  o n  ( a , b )  
t h e n  F ( y )  =  <l>[ ^ ( y ) + K ]  o n  ( a , b )  f o r  f i x e d  c o n s t a n t  k .
T a r t e r  a n d  K o w a l s k i  d e a l t  w i t h  t h e  p r o b l e m  o f  e s t i m a t i n g  R ( y )  b y  
m o d i f y i n g  t h e  p r o c e d u r e  f o r  t h e  e s t i m a t i o n  o f  l / f F ” i ( t )  w h ic h  w a s  
c o n s i d e r e d  b y  S i d d i q u i  ( 1 9 6 0 )  a n d  B l o c h  a n d  G a s t w i r t h  ( 1 9 6 8 ) .  F o r  
t h e  o r d e r e d  s a m p le  y i <Y2.< »• * <Yn  f r o m  d e n s i t y  f ,  T a r t e r  a n d  
K o w a l s k i  e s t i m a t e d  t h e  g r a p h  o f  R ( y )  b y  p l o t t i n g  R ^  =  
( ^ i + x ^ i P i )/6 a g a i n s t  ( y ^ y ^  ^  )/2 f o r  i - l , 2 , . . .  , n - l ,  w h e r e
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*  i / n  i s  t h e  p l o t t i n g  p o s i t i o n  a n d  5 *  1 / n  i s  t h e  d i s t a n c e  
b e t w e e n  tw o  a d j a c e n t  p l o t t i n g  p o s i t i o n s .  T h e  a r g u m e n t  u p o n  
w h i c h  t h e  m e th o d  i s  b a s e d  i s  d e s c r i b e d  i n  A p p e n d ix  C . T a r t e r  a n d  
K o w a l s k i  s u g g e s t e d  t h a t  t h e  o r i g i n a l  p r o c e d u r e s  o f  s i d d i q u i  ( 1 9 6 0 )  
a n d  B l o c h  a n d  G a s t w i r t h  ( 1 9 6 8 )  s h o u l d  b e  u s e d  t o  g r a p h  R ( y )  w h e n  
t h e  s a m p le  s i z e  i s  m o d e r a t e  t o  l a r g e ,  i . e .  n > 4 0 .
4.2 GENERALIZATIONS
T h e  d e f i n i t i o n  o f  t h e  r a t i o  R ( y )  m ay  b e  g e n e r a l i s e d  t o  
p r o v i d e  a  t e s t  f o r  a n y  h y p o t h e s i s e d  d i s t r i b u t i o n  ( w i t h  a s s o c i a t e d  
v a r i a b l e  Y ) f o r  w h i c h  t h e  f o l l o w i n g  h o l d s  s so m e  p o w e r  
t r a n s f o r m a t i o n  o f  Y h a s  a  d i s t r i b u t i o n  w h o s e  c u m u l a t i v e  G s a y ,  
d o e s  n o t  i n c l u d e  a n  u n k n o w n  s h a p e  p a r a m e t e r .  F o r  t h e
h y p o t h e s i s e d  d i s t r i b u t i o n  t h e  g e n e r a l i s a t i o n  i s  o f  t h e  f o r m
g G " i F ( y )
R ( y )  -  - ------------------- , ( 4 . 2 . 1 )
f (Y )
w h e r e  G i s  s t a n d a r d i s e d  a n d  g  i s  t h e  c o r r e s p o n d i n g  s t a n d a r d  
p r o b a b i l i t y  d e n s i t y  f u n c t i o n .  T h e  p r o p e r t i e s  o f  t h e  r a t i o  R ( y )  
f o r  t h e  h y p o t h e s i s e d  d i s t r i b u t i o n  p r o v i d e  a  m e a n s  o f  c h e c k i n g  t h e  
a p p r o p r i a t e n e s s  o f  t h e  m o d e l .
W hen G i s  t h e  u n i f o r m  c u m u l a t i v e  o n  t h e  i n t e r v a l  [ 0 , 1 ]
R ( y )  -  i / f ( y )  ( 4 . 2 . 2 )
a n d  t h e  r a t i o  i s  s i m p l y  t h e  r e c i p r o c a l  o f  t h e  p r o b a b i l i t y  d e n s i t y  
f u n c t i o n  o f  t h e  r a n d o m  s a m p l e . B y  r e s u l t  ( 2 )  o f  S e c t i o n  4 . 1 ,  w i t h  
t h e  n o r m a l  d i s t r i b u t i o n  r e p l a c e d  b y  t h e  u n i f o r m  d i s t r i b u t i o n ,  t h e  
t r a n s f o r m a t i o n  t o  t h e  u n i f o r m  d i s t r i b u t i o n  i s
vp(y ) «  F ( y ) ,  ( 4 . 2 . 3 )
t h e  w e l l - k n o w n  P r o b a b i l i t y  I n t e g r a l  T r a n s f o r m a t i o n .  T h i s  p r o v i d e s  
a  r e a d y  p r o o f  f o r  t h e  P r o b a b i l i t y  I n t e g r a l  T r a n s f o r m a t i o n  t h e o r e m  
[ B u r y  ( 1 9 7 5 ) ] .
W hen G i s  t h e  s t a n d a r d  e x p o n e n t i a l  c u m u l a t i v e  t h e  r a t i o  r e d u c e s  
t o
R ( y )  =  , ( 4 . 2 . 4 )
f ( y )  v
w h ic h  i s  c a l l e d  M i l l ' s  R a t i o  i n  e c o n o m ic s  a n d  i s  s i m p l y  t h e  
r e c i p r o c a l  o f  t h e  f a i l u r e  r a t e  o r  h a z a r d  f u n c t i o n .  T h e  h a z a r d  
f u n c t i o n  i s  a  u s e f u l  c o n c e p t  i n  r e l i a b i l i t y  s t u d i e s ,  s t u d i e s  o f  
m o r t a l i t y  a n d  s e i s m o l o g y .  A p l o t  o f  t h e  h a z a r d  f u n c t i o n  i s  o f t e n  
p r e f e r a b l e  t o  p l o t t i n g  t h e  l o g  s u r v i v o r  f u n c t i o n  a s  t h e  h a z a r d  
f u n c t i o n  h a s  t h e  a d v a n t a g e  t h a t  i t  o f t e n  v a r i e s  s l o w l y  o v e r  a l l  o r  
m o s t  o f  t h e  r a n g e .  T h i s  c a n  p r o v e  u s e f u l  i n  s e l e c t i n g  a  
d i s t r i b u t i o n  m o d e l .  T h e  r a t i o  p l o t  m ay  b e  a s s e s s e d  a s  t h e  
i n v e r t e d  p l o t  o f  t h e  h a z a r d  f u n c t i o n .
T h e  r a t i o  R ( y )  a s  e x p r e s s e d  i n  ( 4 . 2 . 1 )  i s  t h e  r e c i p r o c a l  o f  
t h e  g e n e r a l i s e d  f a i l u r e  r a t e  f u n c t i o n  a s  d e f i n e d  b y  B a r lo w  a n d  V an  
Z w e t ( 1 9 6 9 ) .
W hen t h e  h y p o t h e s i s e d  d i s t r i b u t i o n  d o e s  n o t  i n c l u d e  a n  u n k n o w n  
s h a p e  p a r a m e t e r  a n d  g r a p h i c a l l y  t e s t i n g  w i t h  t h e  r a t i o  R ( y )  l e a d s  
t o  r e j e c t i o n ,  R ( y )  m ay  b e  u s e d  t o  s u g g e s t  t r a n s f o r m a t i o n s  t o  t h a t  
d i s t r i b u t i o n .  T a r t e r  a n d  K o w a l s k i  r e l i e d  o n  v i s u a l  i n s p e c t i o n  o f  
t h e  e s t i m a t e d  g r a p h s  o f  R ( y )  t o  s u g g e s t  t r a n s f o r m a t i o n s  t o  
n o r m a l i t y .  T h e r e f o r e ,  t h e  r a t i o - c o n c e p t  m ay  b e  f u r t h e r
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g e n e r a l i s e d  b y  c o n s i d e r i n g  a  f a m i l y  o f  p o w e r  t r a m s  f o r m a t  i o n s
P l o t t i n g  l o g  R ( y )  a g a i n s t  l o g  y ,  c a l l e d  a  l o g - r a t i o  p l o t ,  
s t a b i l i s e s  t h e  v a r i a n c e  am d i s  l in e a L r  w i t h  s l o p e  1 - A .  T h e  s l o p e  
o f  t h e  s t r a i g h t  l i n e  f i t t e d  t o  t h e  p l o t  m ay  b e  u s e d  t o  o b t a i n  am 
e s t i m a t e  o f  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  p a r a m e t e r  A, w h i c h  i n  t u r n  m ay  b e  
u s e d  t o  t r a n s f o r m  t o  t h e  h y p o t h e s i s e d  d i s t r i b u t i o n .
T h e  r a t i o  p l o t  i s  e s t i m a t e d  b y  p l o t t i n g  
%  *  ( Y i + i - Y i ) 9 G~ J' ( P ±)/6 a g a i n s t  ( y ±+ y i+ 1  )/2 f o r  i = l , 2 , . .  . , n - l ,  
w h e r e  p.^ i s  t h e  p l o t t i n g  p o s i t i o n  a n d  6 i s  t h e  d i s t e m c e  b e t w e e n  
tw o  a d j a c e n t  p l o t t i n g  p o s i t i o n s .  S u t c l i f f e  e t  a l .  ( 1 9 7 5 )  
r e c o m m e n d e d  t h e  p l o t t i n g  p o s i t i o n  p i  *  ( i - 0 . 4 4 ) / ( n + 0 . l 2 )
[ G r i n g o r t e n  ( 1 9 6 3 ) ]  f o r  g e n e r a l  u s e  w i t h  t h e  e x p o n e n t i a l  am d 
G u m b e l ( e x t r e m e  v a l u e  T y p e  1 )  d i s t r i b u t i o n s  am d t h e  p l o t t i n g  
p o s i t i o n  p^^ -  ( i - | “) / ( n + J )  [B lo ra  ( 1 9 5 8 ) ]  f o r  g e n e r a l  u s e  w i t h  t h e  
n o r m a l  am d l o g n o r m a l  d i s t r i b u t i o n s .  I n  t h e  s e c t i o n s  t h a t  f o l l o w  
a p p l i c a t i o n s  f o r  t h e  r a t i o  p r o c e d u r e  t o  d a t a  w i l l  u s e  t h e s e  
re c o m m e n d e d  p l o t t i n g  p o s i t i o n s .
T h e  l o g - r a t i o  p l o t  i s  f o r m e d  b y  p l o t t i n g  t h e  n - 1  p o i n t s
i * l , 2 , . . . , n - 1 .
R a t i o  p l o t t i n g  e x t e n d s  n a t u r a l l y  t o  s i n g l y  T y p e  1  am d T y p e  2 
c e n s o r e d  d a t a .  T h e  p l o t t i n g  p o s i t i o n s  o f  t h e  o b s e r v a t i o n s  a r e  t h e  
s a m e  am w h e n  t h e  c o m p l e t e  s a m p le  i s  a v a i l a b l e . P o i n t s  
c o r r e s p o n d i n g  t o  c e n s o r e d  o b s e r v a t i o n s  a x e  n o t  p l o t t e d .  O t h e r w i s e  
t h e  p r o c e d u r e  a p p l i e s  d i r e c t l y .
l o g  y ,
( 4 . 2 . 5 )
( l o g [ ( y i + y i + 1 ) / 2 ] / l o g  R ^ ,
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4.3 TRANSFORMING TO THE EXPONENTIAL DISTRIBUTION
A s s e e n  i n  s e c t i o n  4 . 2 ,  a n  i n t e r e s t i n g  c h o i c e  f o r  G i s  t h e  
s t a n d a r d  e x p o n e n t i a l  c u m u l a t i v e
G ( y )  =  l - e x p { - y ) ,  ( 4 . 3 . 1 )
T h e  p r a c t i c a l  c o n t r i b u t i o n  o f  t h e  r a t i o  R ( y )  l i e s  i n  t h e  f o l l o w i n g  
p r o p e r t i e s  W h ic h  a r e  im m e d ia t e  c o n s e q u e n c e s  o f  r e s u l t s  ( 1 )  a n d  ( 2 )  
o f  S e c t i o n  4 . 1 ,  a d a p t e d  f o r  t r a n s f o r m i n g  t o  t h e  e x p o n e n t i a l  
d i s t r i b u t i o n .
P r o p e r t y  1 .  R ( y )  =  a  f o r  a l l  f i n i t e  y  i f  a n d  o n l y  i f  F ( y )  i s  t h e  
e x p o n e n t i a l  c u m u l a t i v e  w i t h  s c a l e  p a r a m e t e r  a .
F o r  p r o p e r t y  1 ,  t h e  r a t i o  p l o t  s h o w s  a  h o r i z o n t a l  b a n d  o f  p o i n t s  
s c a t t e r e d  a b o u t  t h e  v a l u e  o f  t h e  e x p o n e n t i a l  s c a l e  p a r a m e t e r .  I f  
t h e  e x p o n e n t i a l  d i s t r i b u t i o n  i s  r e j e c t e d  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  
p a r a m e t e r  A m ay  b e  e s t i m a t e d  b y  f i t t i n g  a  s t r a i g h t  l i n e  t o  t h e  
l o g - r a t i o  p l o t  a n d  c a l c u l a t i n g  t h e  s l o p e .  T h e  e s t i m a t e  m ay  t h e n  
b e  u s e d  t o  t r a n s f o r m  t o  t h e  e x p o n e n t i a l  d i s t r i b u t i o n .
P r o p e r t y  2 .  R ( y )  =  r - y  f o r  a l l  f i n i t e  y  i f  a n d  o n l y  i f  F ( y )  ~ 
G [ - l o g (  1 - y / T ) ]  i . e .  i f  a n d  o n l y  i f  f ( y )  i s  t h e  u n i f o r m  p r o b a b i l i t y  
d e n s i t y  f u n c t i o n  o n  t h e  i n t e r v a l  [ 0 , t ] .
F o r  p r o p e r t y  2 , t h e  r a t i o  p l o t  i s  l i n e a r  w i t h  s l o p e  - 1  a n d  
p r o v i d e s  a n  e s t i m a t e  o f  t h e  p a r a m e t e r  r  w h e n  t h e  u n i f o r m  
d i s t r i b u t i o n  a p p e a r s  r e a s o n a b l e , T h i s  i s  o b t a i n e d  b y  f i t t i n g  a  
s t r a i g h t  l i n e  o f  s l o p e  - 1  t o  t h e  p l o t  a n d  e s t i m a t i n g  r  a s  t h e  
i n t e r c e p t  o n  t h e  o r d i n a t e  a x i s .
P r o p e r t y  3 .  R ( y )  -  y / c  f o r  a l l  f i n i t e  y  i f  a n d  o n l y  i f  F ( y )  =  
G [ l o g  y ]  i . e .  i f  a n d  o n l y  i f  F ( y )  i s  t h e  P a r e t o  c u m u l a t i v e  w i t h  
p r o b a b i l i t y  d e n s i t y  f u n c t i o n
f ( y )  «  c / y c+1 , ( 4 . 3 . 2 )
F o r  p r o p e r t y  3 ,  t h e  r a t i o  p l o t  i s  l i n e a r  a n d  p a s s e s  t h r o u g h  t h e  
o r i g i n .  T h e  P a r e t o  p a r a m e t e r  c  m ay  b e  e s t i m a t e d  u s i n g  t h e  s l o p e  o f  
t h e  f i t t e d  l i n e .  I n  a d d i t i o n ,  t h e  l o g - r a t i o  p l o t  i s  l i n e a r  w i t h  
s l o p e  1 , w h ic h  i s  i n d i c a t i v e  o f  t h e  l o g  t r a n s f o r m a t i o n .
P r o p e r t y  4 .  R ( y )  =  1 / 0  a *3 y 1 - *3 f o r  a l l  f i n i t e  y  i f  a n d  o n l y  i f  
F ( y ) -  G [ ( y / a ) ^ ]  i . e .  i f  a n d  o n l y  i f  F ( y )  i s  t h e  t w o - p a r a m e t e r  
W e i b u l l  d i s t r i b u t i o n  w i t h  p r o b a b i l i t y  d e n s i t y  f u n c t i o n
f ( Y )  -  j3 /a  ( y / a ) /3“ 1e 3q > ( - ( y / a ) 0 }. ( 4 . 3 . 3 )
F o r  p r o p e r t y  4 ,  t h e  r a t i o  p l o t  s h o w s  a  p o w e r  f u n c t i o n  i n  y ,  
m o n o to n e  a n d  i n c r e a s i n g  i n  y  i f  0<1 a n d  m o n o to n e  d e c r e a s i n g  i f  
/3>1. T h e  l o g - r a t i o  p l o t  i s  l i n e a r  w i t h  s l o p e  1—0  w h e r e  0  i s  t h e  
W e i b u l l  s h a p e  p a r a m e t e r .  T h e  i n t e r c e p t  o f  t h e  f i t t e d  l i n e  o n  t h e  
o r d i n a t e  a x i s  m ay b e  u s e d  t o  c a l c u l a t e  a n  e s t i m a t e  o f  t h e  W e i b u l l  
s c a l e  p a r a m e t e r  a .
An e x a m p le  i l l u s t r a t i n g  t h e  r a t i o  p r o c e d u r e  f o r  t h e  e x p o n e n t i a l  
c a s e  c o n c l u d e s  t h i s  s e c t i o n .
E x an ¥ > le  4 . 1  CVDSC D a t a :  T h e  d a t a  i s  f r o m  J o n e s  a n d  R o w c l i f f e
( 1 9 7 9 ) .  A s a m p le  o f  3 0  t e n s i l e  s t r e n g t h s  f o r  c h e m i c a l  v a p o r -  
d e p o s i t e d  s i l i c o n  c a r b i d e  (CVDSC) w e r e  o b t a i n e d  f r o m  e x p a n d e d - r i n g  
t e s t s .  T h e  t e n s i l e  s t r e n g t h s  w e r e
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T h e  W e i b u l l  d i s t r i b u t i o n  h a s  o f t e n  b e e n  f o u n d  a p p r o p r i a t e  i n  s u c h  
a  s i t u a t i o n .  T h e  c u m u l a t i v e  f a i l u r e  p r o b a b i l i t y  p l o t  o f  J o n e s  a n d  
R o w c l i f f e  y i e l d e d  e s t i m a t e s  t a x i n g  t h e  v a l u e s  2 8 5 . 0  a n d  5 . 4  f o r  
t h e  t w o - p a r a m e t e r  W e i b u l l  s c a l e  a n d  s h a p e  p a r a m e t e r s  r e s p e c t i v e l y .  
T h e  c o r r e s p o n d i n g  m axim um  l i k e l i h o o d  e s t i m a t e s  a r e  2 9 6 . 6  a n d  5 . 6 .
T h e  r a t i o  p l o t  i s  e s t i m a t e d  a s  o u t l i n e d  i n  S e c t i o n  4 . 2  
( w i t h  G t h e  s t a n d a r d  e x p o n e n t i a l  c u m u l a t i v e ) .  T h e  p l o t ,  sh o w n  i n  
F i g u r e  4 . 1 a ,  i s  m o n o to n e  a n d  d e c r e a s i n g  w h ic h  s u g g e s t s  t h a t  a  
t w o - p a r a m e t e r  W e i b u l l  d i s t r i b u t i o n  w i t h  s h a p e  p a r a m e t e r  g r e a t e r  
t h a n  o n e  i s  r e a s o n a b l e .  T h e  p l o t  a l s o  r e v e a l s  t h a t  t h e  s m a l l e s t  
o b s e r v a t i o n  i s  m o s t  i n f l u e n t i a l .
T h e  s t r a i g h t - l i n e  l o g - r a t i o  p l o t  o f  F i g u r e  4 . 1 b  c o n f i r m s  
t h a t  t h e  d a t a  a r e  d r a w n  f r o m  a  t w o - p a r a m e t e r  W e i b u l l  d i s t r i b u t i o n .  
F o r  t h e  W e i b u l l  d i s t r i b u t i o n  l o g  R ( y )  =  - l o g  0  +  0  l o g  a  +  ( 1 - 0 )  
l o g  y .  I f  a  s t r a i g h t  l i n e  i s  d r a w n  t h r o u g h  t h e  p l o t ,  0  c a n  b e  
e s t i m a t e d  f r o m  t h e  s l o p e  a n d  a  e s t i m a t e d  f r o m  t h e  i n t e r c e p t .  A 
l i n e  i s  f i t t e d  t o  t h e  p l o t  u s i n g  u n w e i g h t e d  l e a s t  s q u a r e s  
r e g r e s s i o n  ( a l t e r n a t i v e l y  a n y  o t h e r  f o r m a l  m e t h o d ) .  T h e  s l o p e  o f  
t h e  l i n e  i s  a p p r o x i m a t e l y  4 . 4  g i v i n g  0 r  =  5 . 4  a s  a n  e s t i m a t e  o f  
t h e  s h a p e  p a r a m e t e r  ( s u b s c r i p t  R  r e p r e s e n t s  r a t i o  e s t i m a t i o n ) .  
T h e  i n t e r c e p t  o n  t h e  o r d i n a t e  a x i s  i s  2 8 . 8 4  g i v i n g  a R  =  2 9 0 . 4 .
T h e  r a t i o  e s t i m a t e s  o b t a i n e d  h e r e  a r e  q u i t e  c l o s e  t o  t h e  
e s t i m a t e s  o f  J o n e s  a n d  R o w c l i f f e . T h i s  i s  n o  s u r p r i s e  a s  t h e  
c u m u l a t i v e  f a i l u r e  p r o b a b i l i t y  p l o t  i s  b a s e d  o n  t h e  f a i l u r e  r a t e
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(a)
log Rt
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Figure 4.1. Exponential ana lyeI a of CVDSC Dati
(a) Eat I mated rat I o p lot
(b) Eat I mated log-ratio  plot
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o r  h a z a r d  f u n c t i o n  a n d  t h e  r a t i o  p l o t  f o r  t r a n s f o r m i n g  t o  t h e  
e x p o n e n t i a l  d i s t r i b u t i o n  i s  s i m p l y  t h e  i n v e r t e d  p l o t  o f  t h e  h a z a r d  
f u n c t i o n .
4.4 TRANSFORMING TO THE GUMBEL AND NORMAL 
DISTRIBUTIONS
A n o t h e r  i n t e r e s t i n g  c h o i c e  f o r  G i s  t h e  s t a n d a r d  G u m b el 
c u m u l a t i v e
G ( y )  -  l - e x p { - e x p  y } .  ( 4 . 4 . 1 )
T h e  t w o - p a r a m e t e r  W e i b u l l  d i s t r i b u t i o n  a s  d e f i n e d  i n  t h e  l a s t  
s e c t i o n ,  i s  r e l a t e d  t o  t h e  G u m b e l d i s t r i b u t i o n  a s  f o l l o w s :  l o g  Y
h a s  t h e  G u m b e l d i s t r i b u t i o n  w i t h  l o c a t i o n  p a r a m e t e r  v -  l o g  a  a n d  
s c a l e  p a r a m e t e r  © =  1 / 0 .
T h e  f o l l o w i n g  p r o p e r t i e s  d e s c r i b e  t h e  p r a c t i c a l  v a l u e  o f  t h e  
r a t i o  R ( y )  f o r  t h e  G u m b e l a n a l y s i s .
P r o p e r t y  1 .  R ( y )  =  © f o r  a l l  f i n i t e  y  i f  a n d  o n l y  i f  F ( y )  i s  t h e  
G u m b e l c u m u l a t i v e  w i t h  s c a l e  p a r a m e t e r  ©.
F o r  p r o p e r t y  1 ,  t h e  r a t i o  p l o t  s h o w s  a  h o r i z o n t a l  b a n d  o f  p o i n t s  
s c a t t e r e d  a b o u t  t h e  G u m b e l s c a l e  p a r a m e t e r  v a l u e .  I f  t h e  G u m b el 
d i s t r i b u t i o n  i s  r e j e c t e d ,  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  p a r a m e t e r  A m ay  b e  
e s t i m a t e d  f r o m  t h e  s l o p e  o f  t h e  l i n e  f i t t e d  t o  t h e  l o g - r a t i o  p l o t  
a n d  t h e  e s t i m a t e  u s e d  t o  t r a n s f o r m  t o  t h e  G u m b el d i s t r i b u t i o n .
P r o p e r t y  2 .  R ( y )  =  y / 0  i f  a n d  o n l y  i f  F ( y )  i s  t h e  t w o - p a r a m e t e r  
W e i b u l l  c u m u l a t i v e  i . e .  i f  a n d  o n l y  i f  F ( y )  -  G [ l o g ( ( y / a ) * 3 ) ] .
F o r  p r o p e r t y  2 ,  t h e  r a t i o  p l o t  i s  l i n e a r ,  w h ic h  i s  i n d i c a t i v e  o f  
t h e  l o g  t r a n s f o r m a t i o n ,  a n d  p a s s e s  t h r o u g h  t h e  o r i g i n .  W hen t h e  
t w o - p a r a m e t e r  W e i b u l l  d i s t r i b u t i o n  i s  a p p r o p r i a t e ,  t h e  s l o p e  o f  
t h e  l i n e  f i t t e d  t o  p a s s  t h r o u g h  t h e  o r i g i n  p r o v i d e s  a n  e s t i m a t e  o f  
1 / 0 .  I n  a d d i t i o n ,  t h e  l o g - r a t i o  p l o t  i s  l i n e a r  w i t h  s l o p e  1 
( = 1 —A ) .  L e a s t  s q u a r e s  r e g r e s s i o n  m ay  b e  u s e d  t o  f i t  l i n e s  t o  
p l o t s .
A n o n - z e r o  i n t e r c e p t  f o r  t h e  r a t i o  p l o t  i n d i c a t e s  t h a t  t h e r e  
i s  a  n o n - z e r o  t h r e s h o l d  v a l u e  y .  T h e  l o g - r a t i o  p l o t  w i l l  n o t  
p r o d u c e  a  s t r a i g h t  l i n e  o f  s l o p e  o n e  u n l e s s  t h e  y  v a l u e  o r  a n  
e s t i m a t e  o f  i t  i s  s u b t r a c t e d  f r o m  t h e  d a t a  a n d  t h e  l o g  o f  t h e  
s h i f t e d  d a t a  i s  t r e a t e d  a s  t h e  a b s c i s s a .  T h i s  s u g g e s t s  t h e  
f o l l o w i n g  i t e r a t i v e  p r o c e d u r e ,  b a s e d  o n  i n t e r p o l a t i o n ,  f o r  
e s t i m a t i n g  t h e  t h r e s h o l d  p a r a m e t e r s
L e t  A j b e  t h e  e s t i m a t e  o f  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  p a r a m e t e r  
o b t a i n e d  f r o m  t h e  s l o p e  o f  t h e  l o g - r a t i o  p l o t ,  w h e r e  t h e  a b s c i s s a  
i s  t h e  l o g  o f  t h e  d a t a  s h i f t e d  t o  t h e  l e f t  b y  t h e  a m o u n t  y ^ . W i th  
s t a r t i n g  v a l u e s  f o r  t h e  t h r e s h o l d  o f  y fl =  0 a n d  y  -  s m a l l e s t  
s a m p le  v a l u e ,  t h e  f o l l o w i n g  e x p r e s s i o n  m ay b e  u s e d  i t e r a t i v e l y  t o  
g i v e  a n  e s t i m a t e  o f  t h e  t h r e s h o l d  p a r a m e t e r
\ ( 4 . 4 . 2 )
I Xx '  y j + i ^ x
f o r  j > l .
T h e  r a t i o  e s t i m a t e  y R e m e r g e s  a f t e r  a  f e w  i t e r a t i o n s .  T h e  d a t a  
m in u s  y R m ay  now  b e  t r e a t e d  a s  h a v i n g  a  t w o - p a r a m e t e r  W e i b u l l  
d i s t r i b u t i o n  a n d  t h e  r a t i o  e s t i m a t e  0j^ c a l c u l a t e d  f r o m  t h e  s l o p e
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o f  t h e  l i n e  f i t t e d  t o  t h e  r a t i o  p l o t  f o r  t h e  s h i f t e d  d a t a .
T h e  r a t i o  e s t i m a t e s  o f  t h e  t h r e s h o l d  a n d  s h a p e  p a r a m e t e r s  o f  
t h e  t h r e e - p a r a m e t e r  W e i b u l l  d i s t r i b u t i o n  a r e  c a l c u l a t e d  
i n d e p e n d e n t l y  o f  t h e  s c a l e  p a r a m e t e r .  A s y e t  n o  r a t i o  e s t i m a t e  
f o r  t h e  s c a l e  p a r a m e t e r  h a s  b e e n  p r o p o s e d .  T h e  m axim um  l i k e l i h o o d  
e s t i m a t e  (M LE) o f  t h e  s c a l e  p a r a m e t e r  i s
* n * A
a  -  yj E ( Y i - y ) 1 ^ '  ( 4 . 4 . 3 )
i = l
W h e re  y  a n d  3  a r e  t h e  MLE' s  o f  t h e  t h r e s h o l d  a n d  s h a p e  p a r a m e t e r s  
r e s p e c t i v e l y .
A s u g g e s t e d  r a t i o  e s t i m a t e  f o r  a  i s  g i v e n  b y  ( 4 . 4 . 3 )  w i t h  
t h e  M L E 's  o f  y  a n d  j3 r e p l a c e d  b y  t h e  r a t i o  e s t i m a t e s .
T h e  p r o p e r t i e s  o f  t h e  r a t i o  f o r  t h e  W e i b u l l  d i s t r i b u t i o n  a s  
d e s c r i b e d  a b o v e  h o l d  i d e n t i c a l l y  f o r  t h e  o r i g i n a l  r a t i o  o f  T a r t e r  
a n d  K o w a l s k i  ( 1 9 7 2 )  i n  t h e  c a s e  o f  t h e  t h r e e - p a r a m e t e r  l o g n o r m a l  
d i s t r i b u t i o n  w i t h  p r o b a b i l i t y  d e n s i t y  f u n c t i o n  o f  t h e  f o r m
f ( y )  «  [ j 3 ( 2 t t ) ~ ^ ( y - y ) - 1 ] exp{~*32 ( l o g [ ( y - y ) / c c ]  ) 2/ 2 ) . ( 4 . 4 . 4 )
T h e  r a n d o m  v a r i a b l e  l o g  Y h a s  a  n o r m a l  d i s t r i b u t i o n  w i t h  m e a n  p  =  
l o g  a  a n d  s t a n d a r d  d e v i a t i o n  cr -  1 / / 3. T h e  r a t i o  e s t i m a t e s  y R a n d  
a r e  o b t a i n e d  u s i n g  t h e  p r o c e d u r e  a l r e a d y  o u t l i n e d  f o r  t h e  
W e i b u l l  d i s t r i b u t i o n .  T h e  s u g g e s t e d  r a t i o  e s t i m a t e  f o r  t h e  s c a l e  
p a r a m e t e r  i s
n
a R =  e x p { ~  £  l o g ( y ±- y R )}. ( 4 . 4 . 5 )
i - 1
T h i s  i s  t h e  MLE o f  s c a l e  w i t h  t h e  MLE o f  t h r e s h o l d  r e p l a c e d  b y  
t h e  r a t i o  e s t i m a t e .
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4.5 A SIMULATION STUDY
T h e  r a t i o  e s t i m a t i o n  p r o c e d u r e  f o r  t h e  W e i b u l l  
d i s t r i b u t i o n  i s  e v a l u a t e d  a n d  c o m p a r e d  w i t h  t h e  m o d i f i e d  m axim um  
l i k e l i h o o d  e s t i m a t i o n  p r o c e d u r e  o f  C o h e n  a n d  W h i t t e n  ( 1 9 8 2 )  b y  
m e a n s  o f  a  s i m u l a t i o n  s t u d y .  C o h e n  a n d  W h i t t e n  s o l v e d  t h r e e  
n o n l i n e a r  e q u a t i o n s  s i m u l t a n e o u s l y  t o  o b t a i n  t h e i r  m o d i f i e d  
m axim um  l i k e l i h o o d  e s t i m a t e s  (M M L E 's ) .  Two o f  t h e s e  e q u a t i o n s  a r e  
f o u n d  b y  e q u a t i n g  t o  z e r o  t h e  p a r t i a l  d e r i v a t i v e s  o f  t h e  
l i k e l i h o o d  f u n c t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  a  a n d  £ .  T h e  t h i r d  e q u a t i o n  
i s  f o u n d  b y  e q u a t i n g  F ( y A ) t o  i t s  e x p e c t e d  v a l u e ,  l / ( n + l )  w h e r e  F 
i s  t h e  W e i b u l l  c u m u l a t i v e  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  a n d  y  i s  t h e  
f i r s t  o r d e r  s t a t i s t i c .  A n o p t i m i s a t i o n  r e p l a c e s  t h e  " t r i a l  a n d  
e r r o r "  p r o c e d u r e  w h ic h  C o h e n  a n d  W h i t t e n  u s e d  t o g e t h e r  w i t h  l i n e a r  
i n t e r p o l a t i o n  t o  s o l v e  t h e  e s t i m a t i n g  e q u a t i o n s . T h e  MMLE 
p r o c e d u r e  s o m e t im e s  f a i l s  t o  f i n d  s o l u t i o n s  t o  t h e  e q u a t i o n s .
T h e  r a t i o  e s t i m a t o r s  h a v e  tw o  i m p o r t a n t  a d v a n t a g e s  o v e r  
M M L E 's. T h e y  d o  n o t  i n v o l v e  t h e  n u m e r i c a l  s o l u t i o n  o f  n o n l i n e a r  
e q u a t i o n s  a n d  e s t i m a t e s  a l w a y s  e m e r g e .
T h e  s i m u l a t i o n  s t u d y  w a s  s e t  u p  a s  f o l l o w s . T h e  p a i r e d  
s c a l e  a n d  s h a p e  p a r a m e t e r  v a l u e s  (<x,/3) =  ( 2 . 0 , 0 . 8 ) ,  ( 5 . 0 , 1 . 2 )  a n d  
( 1 0 . 0 , 2 . 0 )  w e r e  c h o s e n  f o r  i n v e s t i g a t i o n .  F o r  e a c h  (oc ,/3 ) v a l u e  
tw o  h u n d r e d  r a n d o m  s a m p l e s  c o n s i s t i n g  o f  20 o b s e r v a t i o n s  e a c h  w e r e  
g e n e r a t e d  f r o m  a  W e i b u l l  d i s t r i b u t i o n  w i t h  z e r o  t h r e s h o l d  a n d  
s c a l e  a n d  s h a p e  p a r a m e t e r s  e q u a l  t o  t h e  ( a , / 3 )  v a l u e .  I n  a d d i t i o n ,  
tw o  h u n d r e d  r a n d o m  s a m p l e s  e a c h  o f  s i z e  20 w e r e  g e n e r a t e d  f r o m  a  
W e i b u l l  d i s t r i b u t i o n  w i t h  t h r e s h o l d  p a r a m e t e r  e q u a l  t o  5 . 0  a n d
s c a l e  a n d  s h a p e  p a r a m e t e r s  e q u a l  t o  t h e  ( a , 3 ) v a l u e ,  f o r  e a c h  
( a , / 3 )  v a l u e .  T h e  e n t i r e  p r o c e s s  w a s  r e p e a t e d  f o r  a  s a m p le  s i z e  o f  
4 0 .
F o r  e a c h  s a m p le  t h e  M M LE's a n d  t h e  r a t i o  e s t i m a t e s  f o r  t h e  
t h r e s h o l d  a n d  s h a p e  p a r a m e t e r s  w e r e  o b t a i n e d .  I n  c a l c u l a t i n g  
e s t i m a t e s  a l l  t h r e e  p a r a m e t e r s  w e r e  a s s u m e d  t o  b e  u n k n o w n . T h e  
b i a s  a n d  r o o t  m e a n  s q u a r e d  e r r o r  e s t i m a t e s  a r e  e n t e r e d  i n  T a b l e s
4 . 1  a n d  4 . 2 .  F o r  e a c h  e s t i m a t o r ,  r e s u l t s  r e c o r d e d  a r e  b a s e d  
o n l y  o n  s a m p l e s  w h ic h  y i e l d e d  e s t i m a t e s .  I n  e a c h  t h r e e - l i n e  e n t r y  
t h e  t o p  l i n e  p e r t a i n s  t o  t h e  t h r e s h o l d  p a r a m e t e r ,  t h e  s e c o n d  t o  
t h e  s h a p e  p a r a m e t e r  a n d  t h e  t h i r d  t o  t h e  n u m b e r  o f  s a m p l e s  w h ic h  
f a i l e d  t o  y i e l d  e s t i m a t e s .
F o r  t h e  c a s e s  w h e r e  /3 =  0 . 8  a n d  1 . 2  t h e r e  i s  n o t  m u ch  t o  
c h o o s e  b e t w e e n  t h e  r a t i o  e s t i m a t o r s  a n d  t h e  M M L E 's. W h e re  t h e  
MMLE b i a s e s  a n d  r o o t  m e a n  s q u a r e d  e r r o r s  a r e  s m a l l e r  t h a n  t h e i r  
r a t i o  c o u n t e r p a r t s ,  i t  s h o u l d  b e  p o i n t e d  o u t  t h a t  s a m p l e s  h a d  b e e n  
d i s c a r d e d  f o r  t h e  MMLE p r o c e d u r e .  F o r  t h e  c a s e  w h e r e  0  =  2 . 0  t h e  
b i a s e s  a n d  r o o t  m e a n  s q u a r e d  e r r o r s  f o r  t h e  r a t i o  y  a n d  /3 
e s t i m a t o r s  a r e  c o n s i d e r a b l y  s m a l l e r  t h a n  t h o s e  f o r  t h e  MMLE y  a n d  
/3 e s t i m a t o r s .
K a p p e n m a n  ( 1 9 8 5 )  i l l u s t r a t e d  h i s  c l o s e d  f o r m  p r o c e d u r e  f o r  
e s t i m a t i n g  t h e  p a r a m e t e r s  o f  t h e  W e i b u l l  a n d  l o g n o r m a l  
d i s t r i b u t i o n s  b y  g e n e r a t i n g  a  r a n d o m  s a m p le  o f  s i z e  2 5  f r o m  e a c h  
o f  t h e  tw o  d i s t r i b u t i o n s . T h e s e  s a m p l e s  p r o v i d e  a  m e a n s  o f  
c h e c k i n g  t h e  c a l c u l a t i o n  o f  r a t i o  e s t i m a t e s .  F o r  e a c h  s a m p le  t h e  
t h r e s h o l d  a n d  s c a l e  p a r a m e t e r s  w e r e  s e t  e q u a l  t o  z e r o  a n d  o n e  
r e s p e c t i v e l y .  T h e  s h a p e  p a r a m e t e r  c (= /3 )  f o r  t h e  W e i b u l l
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d i s t r i b u t i o n  w a s  s e t  e q u a l  t o  1 . 5  a n d  t h e  l o g n o r m a l  s h a p e  
p a r a m e t e r  c ( ~ l / j 3 )  w a s  c h o s e n  t o  b e  0 . 8 .  T h e  g e n e r a t e d  s a m p l e s  a r e  
p r e s e n t e d  i n  T a b l e  4 . 3 .
K ap p e n m a n  r e c o r d e d  h i s  e s t i m a t e s  f o r  t h e  s a m p le d  W e i b u l l  a n d  
l o g n o r m a l  d i s t r i b u t i o n s  i n  a  t a b l e  f o r  c o m p a r i s o n  w i t h  t h e  t r u e  
v a l u e s  ( T V 's )  a n d  t h e  m o d i f i e d  m axim um  l i k e l i h o o d  e s t i m a t e s
(M M L E 's) o f  C o h e n  a n d  W h i t t e n  ( 1 9 8 2 ) .  A l s o  i n c l u d e d  a r e  t h e  
w e i g h t e d  l e a s t  s q u a r e s  e s t i m a t e s  ( W L S E 's )  p r o p o s e d  b y  M u n ro  a n d  
W ix le y  ( 1 9 7 0 )  f o r  t h e  l o g n o r m a l  s a m p l e .  E s t i m a t e s  f o r  t h e
p a r a m e t e r s  o f  t h e  W e i b u l l  a n d  l o g n o r m a l  s a m p l e s  a r e  f o u n d  u s i n g  
t h e  r a t i o  p r o c e d u r e .  A l l  s e t s  o f  e s t i m a t e s  a r e  r e c o r d e d  i n  T a b l e
4 . 4 .  I t  c a n  b e  s e e n  t h a t ,  w i t h  t h e  e x c e p t i o n  o f  t h e  W e i b u l l  s c a l e
p a r a m e t e r ,  t h e  r a t i o  e s t i m a t e s  o b t a i n e d  a r e  q u i t e  g o o d .
T h e  n e x t  s e c t i o n  p r e s e n t s  tw o  e x a m p le s  i n  w h ic h  t h e  r a t i o  g r a p h i c a l  
p r o c e d u r e  i s  a p p l i e d  t o  r e a l  d a t a .
4.6 APPLICATIONS
E x a m p le  4 . 2  G r u b b s  D a t a :  G r u b b s  ( 1 9 7 1 )  g i v e s  m i l e a g e s  a t  w h ic h  
n i n e t e e n  m i l i t a r y  p e r s o n n e l  c a r r i e r s  f a i l e d .  T h e  m i l e a g e s  w e r e  
1 6 2 ,  2 0 0 ,  2 7 1 ,  3 0 2 ,  3 9 3 ,  5 0 8 ,  5 3 9 ,  6 2 9 ,  7 0 6 ,  7 7 7 ,  8 8 4 ,  1 0 0 8 ,  1 1 0 1 ,  
1 1 8 2 ,  1 4 6 3 ,  1 6 0 3 ,  1 9 8 4 ,  2 3 5 5 ,  2 8 8 0 .  T h e  t w o - p a r a m e t e r  e x p o n e n t i a l  
m o d e l  i s  b e l i e v e d  t o  b e  s u i t a b l e  f o r  t h i s  d a t a .  L a w l e s s  ( 1 9 7 7 )  
u s e d  t h i s  d a t a  s e t  t o  i l l u s t r a t e  h o w  t o  o b t a i n  p r e d i c t i o n  
i n t e r v a l s  f o r  t h e  t w o - p a r a m e t e r  e x p o n e n t i a l  d i s t r i b u t i o n .
T h e  r a t i o  p l o t  f o r  t h e  G u m b e l a n a l y s i s  i s  sh o w n  i n  F i g u r e
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T a b l e  4 . 3  R andom  s a m p l e s  o f  s i z e  25  f r o m  t h e  W e i b u l l  
a n d  l o g n o r m a l  d i s t r i b u t i o n s  w i t h  y =0 a n d  oc- 1
0 . 0 3 0 0 . 1 5 0 0 . 2 2 9 0 . 2 4 2 0 . 2 6 9 0 .3 1 5 0 . 3 1 8 0 . 4 1 1
W e i b u l l 0 .4 2 5 0 . 4 7 9 0 . 5 2 8 0 . 5 6 7 0 .5 9 8 0 . 6 9 0 0 . 8 0 0 0 .8 8 3
c = 1 . 5 0 .9 4 7
1 .9 7 8
0 . 9 8 2 0 . 9 9 4 1 . 0 6 7 1 . 1 5 8 1 . 4 6 5 1 . 5 1 4 1 .6 5 6
0 . 2 8 4 0 . 3 2 7 0 . 4 1 2 0 . 5 5 5 0 . 6 1 9 0 . 6 8 0 0 . 7 0 3 0 . 7 2 9
L o g n o r m a l 0 . 8 0 1 0 . 8 3 8 0 . 8 4 3 0 . 9 4 3 1 . 0 2 4 1 .0 2 6 1 .0 9 9 1 .6 1 3
o 00 1 .6 5 6
4 .0 5 6
1 .6 7 8 1 . 7 5 1 1 . 7 7 1 2 .1 6 6 2 .4 2 6 2 . 5 2 3 2 . 8 4 1
T a b l e  4 . 4  S u m m ary  o f  e s t i m a t e s
y a C
W e i b u l l TV 0 1 1 . 5
MMLE - 0 .12 1 0 . 9 8 2 1 .8 3 3
K a p p e n m a n - 0 . 0 8 0 0 . 9 6 2 1 . 6 0 9
R a t i o 0 . 0 2 9 0 . 7 8 2 1 . 3 7 5
L o g n o rm a l TV 0 1 0.8
MMLE - 0 . 0 1 6 1 . 0 9 4 0 . 6 5 9
WLSE - 0 . 0 3 3 1 . 1 1 9 0 . 7 2 3
K a p p e n m a n 0 . 1 0 8 0 . 9 3 4 0 . 7 7 2
R a t i o 0 . 0 4 2 1.0 21 0 . 7 7 5
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4 . 2 a .  T h e  p l o t  i s  r o u g h l y  l i n e a r  s u g g e s t i n g  t h a t  t h e  W e i b u l l  
d i s t r i b u t i o n  i s  r e a s o n a b l e . T h e  p l o t  d o e s  n o t  p a s s  t h r o u g h  t h e  
o r i g i n  a n d  t h e  l i n e  f i t t e d  t o  t h e  l o g - r a t i o  p l o t  o f  F i g u r e  4 . 2 b  
h a s  s l o p e  1 . 5 1 1  g i v i n g  XR  “  - 0 . 5 1 1  a s  a n  e s t i m a t e  o f  t h e
t r a n s f o r m a t i o n  p a r a m e t e r .  T h e r e f o r e ,  t h e  e v i d e n c e  i s  f o r  a  
n o n - z e r o  t h r e s h o l d  v a l u e .  T h e  l o g - r a t i o  p l o t  c l e a r l y  s h o w s  t h a t  
t h e  s m a l l e s t  o b s e r v a t i o n  i s  h e a v i l y  i n f l u e n c i n g  t h a t  e v i d e n c e .  T h e  
r a t i o  e s t i m a t e  o f  t h e  t h r e s h o l d  p a r a m e t e r  i s  c a l c u l a t e d  u s i n g
( 4 . 4 . 2 )  t o  b e  y R =  1 5 5 . 3 .
T h e  l o g - r a t i o  p l o t  f o r  t h e  d a t a  m in u s  t h i s  r a t i o  e s t i m a t e ,  
a s  sh o w n  i n  F i g u r e  4 . 3 b ,  i s  l i n e a r  w i t h  s l o p e  o n e  a n d  n o  
d e p a r t u r e s  f r o m  t h e  s t r a i g h t  l i n e .  T h e  r a t i o  p l o t  f o r  t h e  s h i f t e d  
d a t a  i s  sh o w n  i n  F i g u r e  4 . 3 a .  T h e  f i t t e d  s t r a i g h t  l i n e  h a s  s l o p e  
1/J3r “  0 . 9 7 0  w h ic h  g i v e s  0 R  -  1 . 0 3 1 .  T h e  r a t i o  e s t i m a t e  o f  t h e  
s c a l e  p a r a m e t e r  i s  c a l c u l a t e d  u s i n g  t h e  e x p r e s s i o n  ( 4 . 4 . 3 )  w i t h  
t h e  M U E 's o f  t h r e s h o l d  a n d  s h a p e  r e p l a c e d  b y  t h e  r a t i o  e s t i m a t e s .  
T h e  e s t i m a t e  t a k e s  t h e  v a l u e  8 5 1 . 7 .
B y c o m p a r i s o n ,  t h e  M M LE's o f  C o h e n  a n d  W h i t t e n  ( 1 9 8 2 )  a r e  
f o u n d  t o  b e  y  — 1 1 3 . 2 ,  3 =  1 . 0 3 8  a n d  a  =  8 5 3 . 7 .
T h e  g o o d n e s s - o f - f i t  f o r  t h e  tw o  W e i b u l l  d i s t r i b u t i o n s ,  
s p e c i f i e d  b y  t h e  tw o  s e t s  o f  p a r a m e t e r  e s t i m a t e s ,  i s  t e s t e d  u s i n g  
t h e  e m p i r i c a l  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  s t a t i s t i c s ,  t h e  C r a m e r - v o n  
M is e s  s t a t i s t i c  W2 a n d  t h e  A n d e r s o n - D a r l i n g  s t a t i s t i c  A2 [ S t e p h e n s  
( 1 9 7 7 ) ] .  W hen t h e  p a r a m e t e r s  a r e  e s t i m a t e d  u s i n g  t h e  r a t i o  
p r o c e d u r e  t h e  v a l u e s  o f  t h e  s t a t i s t i c s  a r e  W2 =  0 . 0 1 4  a n d  A2 *= 
0 . 1 4 8 .  F o r  m o d i f i e d  m axim um  l i k e l i h o o d  e s t i m a t i o n ,  t h e  v a l u e s  
o f  t h e  t e s t  s t a t i s t i c s  a r e  W2 ~  0 . 0 2 9  a n d  A2 =  0 . 1 8 0 .
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(a)
log Rt
(b) log y
Figure 4.2. Extreme value ana lye I a of Grubb1 e Data
(a) Eat I mat ad ra tio  plot
(b) Eat I mated log-ratfo plot
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(a) y~155.3
log
(b) log (y-155. 3)
Figure 4.3. Extrema value analysts of Grubb*e Dati 
minus ra tio  eat 1mata of threshold
(a) Eat I mat ed ra t I o p lot
(b) Eat I mated log-rat I o p Lot .
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E x a m p le  4 . 3  H y d ro g e n  F l u o r i d e  D a ta s  L e i d e l ,  B u s c h  a n d  L y n c h  
( 1 9 7 7 )  g i v e  a  s a m p le  o f  t w e l v e  r e a d i n g s  o f  h y d r o g e n  f l u o r i d e .  T h e  
r e a d i n g s  w e r e  0 . 1 1 ,  0 . 1 1 ,  0 . 1 2 ,  0 . 1 4 ,  0 . 1 4 ,  0 . 2 1 ,  0 . 3 3 ,  0 . 8 0 ,
0 . 9 1 ,  1 . 3 0 ,  2 . 6 0 ,  1 0 . 0 0 .  D 'A g o s t i n o  ( 1 9 8 6 )  i n v e s t i g a t e d  t h e  d a t a  
u s i n g  a  l o g n o r m a l  p r o b a b i l i t y  p l o t . He f o u n d  t h a t  t h e r e  w a s  
e v i d e n c e  f o r  a  n o n - z e r o  t h r e s h o l d  v a l u e  W h ic h  h e  r o u g h l y  e s t i m a t e d  
t o  b e  0 . 1 .  H i s  p r o b a b i l i t y  p l o t  e s t i m a t e s  o f  t h e  n o r m a l  m e a n  ^  
a n d  s t a n d a r d  d e v i a t i o n  <j  a r e  - 1 . 7 0 3  a n d  2 .2 7 8  r e s p e c t i v e l y .
T h e  r a t i o  p l o t  ( F i g u r e  4 . 4 a )  f o r  t h e  n o r m a l  a n a l y s i s  i s  
r o u g h l y  l i n e a r  W h ic h  c o n f i r m s  t h a t  t h e  l o g n o r m a l  d i s t r i b u t i o n  i s  
r e a s o n a b l e . T h e  R v a l u e s  a r e  a v e r a g e d  i n  t h e  c a s e  o f  r e p e a t e d  
o b s e r v a t i o n s .  T h e  l i n e  f i t t e d  t o  t h e  r a t i o  p l o t  h a s  a  n o n - z e r o  
i n t e r c e p t .  T h i s  t o g e t h e r  w i t h  a  n o n - z e r o  v a l u e  o f  - 0 . 4 3 7  f o r  t h e  
t r a n s f o r m a t i o n  p a r a m e t e r  e s t i m a t e  c o n f i r m  t h a t  a  n o n - z e r o  
t h r e s h o l d  v a l u e  e x i s t s .  T h e  r a t i o  e s t i m a t e  f o r  t h e  t h r e s h o l d
p a r a m e t e r  i s  c a l c u l a t e d  u s i n g  t h e  i t e r a t i v e  p r o c e d u r e  d e s c r i b e d  
f o r  t h e  w e i b u l l  d i s t r i b u t i o n  i n  S e c t i o n  4 . 4 .  T h e  e s t i m a t e  i s  yR *  
o .102.
T h e  r a t i o  a n d  l o g - r a t i o  p l o t s  f o r  t h e  d a t a  m in u s  t h i s  
r a t i o  e s t i m a t e  o f  t h e  t h r e s h o l d  p a r a m e t e r  a r e  sh o w n  i n  F i g u r e  4 . 4 .  
T h e  l i n e  f i t t e d  t o  t h e  r a t i o  p l o t  h a s  s l o p e  3 . 0 3 1  g i v i n g  ctr  -  
3 . 0 3 1  a s  a n  e s t i m a t e  o f  or. E x p r e s s i o n  ( 4 . 4 . 5 )  g i v e s  t h e  e s t i m a t e  
0^  »  0 . 1 7 4  W h ic h  i n  t u r n  g i v e s  ^  *  l o g ( 0 . 1 7 4 )  «  - 1 . 7 4 5 .
T h e  m o d i f i e d  m axim um  l i k e l i h o o d  e s t i m a t e s  o f  C o h e n  a n d  
W h i t t e n  ( 1 9 8 2 )  a r e  c a l c u l a t e d  t o  b e  y  «  0 . 1 0 4 ,  £. *  - 1 . 8 4 8  a n d  a  *  
2 . 3 5 1 .  T h e  p a r a m e t e r s  a r e  e s t i m a t e d  b y  s i m u l t a n e o u s l y  s o l v i n g  
t h r e e  e q u a t i o n s  f o r  y ,  a  a n d  0 a n d  t h e n  t r a n s f o r m i n g  t h e  e s t i m a t e s
-77-
25
(a)
l i r a  t« RCy) * 3.031 (y-O. 102)
y -0 .102
(b) log (y~0. 102)
F1gure A. A. NormaI analycIa of Hydrogen FluorIde 
Data minus ra tio  estimate of threshold
(a) Eat 1 mated rat Io p lot
(b) Eat I mat ed log-r at I o p lot
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o f  a  a n d  j3 t o  o b t a i n  t h e  e s t i m a t e s  f o r  jn a n d  cr. T h e  f i r s t  
e q u a t i o n  i s  f o u n d  b y  e q u a t i n g  l o g ( y x- y )  t o  i t s  e x p e c t e d  v a l u e .  
T h e  o t h e r  tw o  e q u a t i o n s  a r e  f o u n d  b y  e q u a t i n g  t o  z e r o  t h e  p a r t i a l  
d e r i v a t i v e s  o f  t h e  l i k e l i h o o d  f u n c t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  a  a n d  0 .
A s i n  e x a m p le  4 . 2 ,  t h e  g o o d n e s s - o f - f i t  i s  t e s t e d  u s i n g  t h e  
s t a t i s t i c s  Wz a n d  Az  f o r  t h e  n o r m a l  c a s e  [ S t e p h e n s  ( 1 9 7 4 ) ] .  F o r  
t h e  r a t i o  e s t i m a t i o n  p r o c e d u r e  t h e  v a l u e s  o f  t h e  t e s t  s t a t i s t i c s  
a r e  c a l c u l a t e d  t o  b e  W2 *  0 . 0 4 0  a n d  A2 ** 0 . 3 7 8 .  W hen t h e  
p a r a m e t e r s  a r e  e s t i m a t e d  u s i n g  m o d i f i e d  m axim um  l i k e l i h o o d  
e s t i m a t i o n  t h e  t e s t  s t a t i s t i c s  t a k e  t h e  v a l u e s  W2 «  0 . 0 4 4  a n d  A2 «  
0 . 3 1 4 .
T o  c o n c l u d e  t h i s  e x a m p l e , i t  i s  n o t e d  t h a t  t h e  r a t i o  a n d  
l o g - r a t i o  p l o t s  o f  F i g u r e  4 . 4  s u g g e s t  t h e  p r e s e n c e  o f  tw o  
p a r a l l e l  s t r a i g h t  l i n e s .  T h i s  i n d i c a t e s  t h a t  t h e r e  m a y  b e  tw o  
c o m p o n e n t s  i n  t h e  d a t a  a n d  t h a t  t h e  s a m p le  m ay  b e  d r a w n  f r o m  tw o  
s e p a r a t e  l o g n o r m a l  d i s t r i b u t i o n s .
4.7 DISCUSSION
T a r t e r  a n d  K o w a l s k i  d e f i n e d  t h e  r a t i o  R ( y )  t o  t e s t  f o r  
n o r m a l i t y .  W h e re  n o r m a l i t y  i s  r e j e c t e d  t h e y  r e l y  o n  t h e  e s t i m a t e d  
p l o t s  o f  R ( y )  t o  s u g g e s t  t r a n s f o r m a t i o n s  t o  n o r m a l i t y .  I n  t h i s  
c h a p t e r  t h e  d e f i n i t i o n  o f  t h e  r a t i o  R ( y )  i s  g e n e r a l i s e d  t o  p r o v i d e  
a  t e s t  f o r  a n y  d i s t r i b u t i o n  ( w i t h  a s s o c i a t e d  r a n d o m  v a r i a b l e  Y ) 
f o r  w h ic h  t h e  f o l l o w i n g  h o l d s :  so m e  p o w e r  t r a n s f o r m a t i o n  o f  Y h a s  
a  d i s t r i b u t i o n  w h ic h  d o e s  n o t  a l l o w  f o r  a n  u n k n o w n  s h a p e
-79-
p a r a m e t e r .  W h e re  t h e  h y p o t h e s i s e d  d i s t r i b u t i o n  d o e s  n o t  i n c l u d e  a n  
u n k n o w n  s h a p e  p a r a m e t e r  a n d  u s e  o f  t h e  r a t i o  R ( y )  l e a d s  t o  
r e j e c t i o n  o f  t h e  h y p o t h e s i s e d  d i s t r i b u t i o n ,  c o n s i d e r i n g  a  f a m i l y  
o f  p o w e r  t r a n s f o r m a t i o n s  f a c i l i t a t e s  e s t i m a t i o n  o f  t h e  
t r a n s f o r m a t i o n  t o  t h e  d i s t r i b u t i o n .
A p p l i c a t i o n  t o  e x a m p le s  i l l u s t a t e s  h ow  t h e  p l o t s  o f  R ( y )  c a n  
d i s c o v e r  p h e n o m e n a  s u c h  a s  i n f l u e n t i a l  o b s e r v a t i o n s ,  o u t l i e r s  a n d  
c o n t a m i n a t i o n . T h e  p l o t t i n g  m e th o d s  c a n  b e  u s e d  t o  p r o v i d e  
p a r a m e t e r  e s t i m a t e s  i n  m a n y  m o d e l s .  A p r o c e d u r e  f o r  e s t i m a t i n g  
t h e  t h r e s h o l d  p a r a m e t e r  i n  m o d e l s  i n c l u d i n g  t h e  t h r e e - p a r a m e t e r  
W e i b u l l  a n d  l o g n o r m a l  d i s t r i b u t i o n s ,  i s  d e v e l o p e d .  A l t h o u g h  t h e  
p l o t s  m ay  s o m e t im e s  sh o w  d i s c o u r a g i n g  v a r i a b i l i t y ,  a  s i m u l a t i o n  
s t u d y  I n d i c a t e s  t h a t  f o r  t h e  c a s e  o f  t h e  t h r e e - p a r a m e t e r  W e i b u l l  
d i s t r i b u t i o n ,  t h e  p r o p o s e d  e s t i m a t o r s  p e r f o r m  b e t t e r  t h a n  t h e  
m o d i f i e d  m axim um  l i k e l i h o o d  e s t i m a t o r s  o f  C o h e n  a n d  W h i t t e n  ( 1 9 8 2 )  
a s  r e g a r d s  b i a s  a n d  r o o t  m e a n  s q u a r e d  e r r o r .
T h e  r a t i o - c o n c e p t  m a y  p r o v e  u s e f u l  i n  a  n u m b e r  o f  o t h e r  
a p p l i c a t i o n s :  e . g .  i d e n t i f y i n g  o t h e r  m o d e l s  i n c l u d i n g  t h e  l o g i s t i c  
a n d  l o g - l o g i s t i c  d i s t r i b u t i o n s ;  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  g o o d n e s s - o f - f i t  
t e s t s  b a s e d  o n  r a t i o  p l o t s ;  t h e  c o m p a r i s o n  o f  d i s t r i b u t i o n s  a n d  t h e  
d e v e l o p m e n t  o f  u s e f u l  d i s t r i b u t i o n s  g i v e n  t h e  f u n c t i o n a l  f o r m  o f  
t h e  r a t i o  R( y  ) .
CHAPTER 5
DISCUSSION AND RECOMMENDATIONS FOR FURTHER WORK
5.1 TRANSFORMATION AND MODEL BUILDING
T h e  p u r p o s e  o f  t h i s  c h a p t e r  i s  t o  r e v i e w  t h e  m e th o d s  o f  
e a r l i e r  c h a p t e r s  a n d  t o  s u g g e s t  so m e f u r t h e r  d e v e l o p m e n t s .  T h e  
m a j o r  th e m e  h a s  b e e n  t h e  u s e  o f  t r a n s f o r m a t i o n  i n  m o d e l  b u i l d i n g  
a n d  t h e  a n a l y s i s  o f  d a t a .  F o r  t h e  p u r p o s e s  o f  t h i s  t h e s i s  t h e  
s i t u a t i o n s  i n  w h ic h  a  t r a n s f o r m a t i o n  o f  d a t a  m i g h t  p r o v e  
w o r t h w h i l e  c a n  b e  c o n v e n i e n t l y  a r r a n g e d  i n  tw o  c l a s s e s .  I n  t h e  
f i r s t ,  t h e  e x p e c t e d  r e s p o n s e s  a r e  r e l a t e d  t o  e x p l a n a t o r y  v a r i a b l e s  
b y  so m e f u n c t i o n  o f  u n k n o w n  p a r a m e t e r s .  A t r a n s f o r m a t i o n  i s  
s e l e c t e d  t o  g i v e  a  l i n e a r  m o d e l  w i t h  c o n s t a n t  e r r o r  v a r i a n c e ,  a n  
a d d i t i v e  s t r u c t u r e  a n d  a  p r o p o s e d  e r r o r  d i s t r i b u t i o n .
I n  t h e  s e c o n d  c l a s s ,  t h e  r e s p o n s e s  a r e  i n d e p e n d e n t .  A 
d i s t r i b u t i o n  i s  p r o p o s e d  f o r  t h e  o b s e r v a t i o n s  b u t  t h e r e  i s  
e v i d e n c e  t o  b e l i e v e  t h a t  t h e  p r o p o s e d  d i s t r i b u t i o n  i s  n o t  t h e  t r u e  
u n d e r l y i n g  d i s t r i b u t i o n .  A t r a n s f o r m a t i o n  i s  s e l e c t e d  s o  t h a t  t h e  
d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  t r a n s f o r m e d  r e s p o n s e s  i s  c l o s e  t o  t h e  p r o p o s e d  
d i s t r i b u t i o n .  T h e  c l a s s  o f  d i s t r i b u t i o n s  u n d e r  c o n s i d e r a t i o n  i s  
t h e  f a m i l y  o f  d i s t r i b u t i o n s  w h ic h  a r e  n o t  d e p e n d e n t  o n  a n  u n k n o w n  
s h a p e  p a r a m e t e r .  T h i s  f a m i l y  i n c l u d e s  t h e  gam m a d i s t r i b u t i o n  
(k n o w n  o r d e r )  a s  w e l l  a s  t h e  n o r m a l ,  e x p o n e n t i a l ,  G u m b e l a n d  
l o g i s t i c  d i s t r i b u t i o n s .
We p r o c e e d  i n  b o t h  s i t u a t i o n s  b y  s p e c i f y i n g  a  f a m i l y  o f
t r a n s f o r m a t i o n s  i n d e x e d  b y  a  p a r a m e t e r  X a n d  t h e n  u s e  t h e  d a t a  t o  
c h o o s e  a  t r a n s f o r m a t i o n  t h a t  m ay  r e s u l t  i n  a  m o d e l  w i t h  t h e  
d e s i r a b l e  p r o p e r t i e s .  O t h e r  p a r a m e t e r s  o f  i n t e r e s t  a r e  
s i m u l t a n e o u s l y  e s t i m a t e d .  T h e  f a m i l y  o f  t r a n s f o r m a t i o n s  i s  t h e  
p o w e r  t r a n s f o r m a t i o n  f a m i l y
ry \  X #  0
l o g  y ,  \  -  0,
( 5 . 1 . 1 )
w h ic h  w a s  r e d e f i n e d  b y  B o x  a n d  C o x  ( 1 9 6 4 )  t o  a s s u r e  c o n t i n u i t y  a t  
X =  0
r(*>
<Y -  1 ) / X ,  X # Q
l o g  y ,  X =  0 ,
( 5 . 1 . 2 )
T h e s e  f a m i l i e s  o f  p o w e r  t r a n s f o r m a t i o n s  c a n  b e  a p p l i e d  i n  a n y  
p r o b l e m  w i t h  p o s i t i v e  r e s p o n s e s .
5.2 TRANSFORMATION AND THE LAPLACE DISTRIBUTION IN 
REGRESSION
T h e  u s u a l  d i s t r i b u t i o n a l  a s s u m p t i o n  b e h i n d  t h e  l i n e a r  
m o d e l  i s  t h a t  t h e  e r r o r s  a r e  n o r m a l l y  d i s t r i b u t e d .  W hen t o o  m an y  
l a r g e  e r r o r s  o c c u r  t h e  n o r m a l  a s s u m p t i o n  i s  r e p l a c e d  b y  t h e  
a s s u m p t i o n  t h a t  t h e  e r r o r s  f o l l o w  t h e  L a p l a c e  d i s t r i b u t i o n ,  w h ic h  
i s  s y m m e t r i c  a b o u t  z e r o  a n d  h a s  t a i l s  t h a t  a r e  h e a v i e r  t h a n  t h o s e  
a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  n o r m a l  d i s t r i b u t i o n .  T h e  m e th o d  f o r  
e s t i m a t i n g  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  p a r a m e t e r  i s  b a s e d  o n  l i k e l i h o o d
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c o n s i d e r a t i o n s  a n d  i s  p r e s e n t e d  i n  C h a p t e r  2 f t o g e t h e r  w i t h  so m e 
b a c k g r o u n d  i n f o r m a t i o n  a n d  a  m o re  d e t a i l e d  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  
m o t i v a t i o n  f o r  c o n s i d e r i n g  L a p l a c e  e r r o r s .
W i th  t h e  a s s u m p t i o n  o f  L a p l a c e  e r r o r s ,  t h e  l i k e l i h o o d  
p r o c e d u r e  f o r  s e l e c t i n g  a  t r a n s f o r m a t i o n  i s  b a s e d  o n  t h e  c r i t e r i o n  
o f  m i n i m i s i n g  t h e  sum  o f  a b s o l u t e  e r r o r s . T h e  p r o c e d u r e  i s  
i n v a r i a n t  u n d e r  r e s c a l i n g  o f  t h e  r e s p o n s e  i f  t h e  d e s i g n  m a t r i x  
c o n t a i n s  a  v e c t o r  o f  o n e s .  D i a g n o s t i c  m e th o d s  a r e  p r o p o s e d  f o r  
d e t e c t i n g  t h e  i n f l u e n c e  o f  i n d i v i d u a l  o b s e r v a t i o n s  o n  a  c h o i c e  o f  
t r a n s f o r m a t i o n .  T h e  d i a g n o s t i c s  a r e  b a s e d  o n  t h e  s l o p e  o f  t h e  
l o g ~ l i k e l i h o o d  o f  t h e  o b s e r v a t i o n s  a t  t h e  h y p o t h e s i s e d  v a l u e  o f  
t h e  t r a n s f o r m a t i o n  p a r a m e t e r .  C h a p t e r  2 a l s o  i n t r o d u c e s  a  t e s t  
p r o c e d u r e  f o r  d e t e c t i n g  o u t l i e r s  i n  s i m p l e  l i n e a r  m in im u m  sum  o f  
a b s o l u t e  e r r o r s  (M SAE) r e g r e s s i o n .  T h e  t e s t  s t a t i s t i c  i s  t h e  
l a r g e s t  s t a n d a r d i s e d  r e s i d u a l  a n d  p e r c e n t a g e  p o i n t s  w e r e  o b t a i n e d  
b y  s i m u l a t i o n .
T h e s e  p r o c e d u r e s  a r e  r o b u s t  a g a i n s t  o u t l y i n g  o b s e r v a t i o n s .  
T h e  MSAE a p p r o a c h  a n d  t h e  p r o c e d u r e s  a r e  e x e m p l i f i e d  b y  a p p l y i n g  
th e m  t o  w e l l - k n o w n  e x a m p le s  i n c l u d i n g  t h e  " s a l i n i t y  d a t a "  ( R u p p e r t  
a n d  C a r r o l l ,  1 9 8 0 )  a n d  t h e  " s t a c k  l o s s  d a t a "  o f  B r o w n le e  ( 1 9 6 5 ) .  
T h e  a p p r o a c h  r e c o n c i l e d  o b s e r v a t i o n s ,  o u t l y i n g  u n d e r  t h e  n o r m a l i t y  
a s s u m p t i o n ,  t o  t h e  MSAE m o d e l  a n d  t h e  d i a g n o s t i c  m e th o d s  f u r n i s h e d  
v a l u a b l e  i n f o r m a t i o n  o n  i n f l u e n c e .
L i k e l i h o o d  e s t i m a t i o n  u n d e r  t h e  a s s u m p t i o n  o f  L a p l a c e  
e r r o r s ,  w h ic h  l e a d s  n a t u r a l l y  t o  MSAE e s t i m a t i o n ,  i s  d e s i g n e d  t o  
h a n d l e  o u t l i e r s  i n  e r r o r s  b u t  c a n n o t  d e a l  w i t h  i n f l u e n t i a l
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o b s e r v a t i o n s  c a u s e d  b y  h i g h  l e v e r a g e .  R u p p e r t  a n d  C a r r o l l  ( 1 9 8 5 )  
p r o p o s e d  e s t i m a t o r s  f o r  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  p a r a m e t e r  t h a t  c a n  
h a n d l e  o u t l i e r s  i n  b o t h  t h e  r e s i d u a l  a n d  t h e  e x p l a n a t o r y  v a r i a b l e s  
w h e n  t h e  e r r o r s  a r e  n o r m a l l y  d i s t r i b u t e d .  S i m i l a r l y  r o b u s t  
e s t i m a t o r s  a r e  r e q u i r e d  w h e n  t h e  e r r o r s  a r e  L a p l a c e  d i s t r i b u t e d .
A n o t h e r  a r e a  w o r t h y  o f  f u t u r e  i n v e s t i g a t i o n  i s  t h e  e f f e c t s  
o n  t h e  r e g r e s s i o n  o u t p u t  r e s u l t i n g  f r o m  t r a n s f o r m a t i o n  o f  t h e  
r e s p o n s e .  D i f f e r e n t i a t i n g  t h e  MSAE e s t i m a t e s  m ay  p r o v i d e  a  
m e a s u r e  o f  l o c a l  s e n s i t i v i t y  t o  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  p a r a m e t e r .  
L a w r a n c e  ( 1 9 8 7 )  c o n s t r u c t e d  d i a g n o s t i c  m e th o d s  f o r  t h e  
t r a n s f o r m a t i o n  p a r a m e t e r  u n d e r  t h e  n o r m a l i t y  a s s u m p t i o n ,  f r o m  t h e  
l o c a l  c h a n g e s  t o  t h e  p a r a m e t e r  e s t i m a t e s  c a u s e d  b y  p e r t u r b i n g  
a s s u m p t i o n s  o f  t h e  m o d e l .  T h e  d i a g n o s t i c s  a r e  u s e f u l  i n  d e t e c t i n g  
g r o u p s  o f  i n f l u e n t i a l  c a s e s ,  t h e r e b y  i n d i c a t i n g  p o s s i b l e  m a s k in g  
e f f e c t s .  T h e  d e v e l o p m e n t  o f  s i m i l a r  d i a g n o s t i c s  f r o m  l o c a l  
i n f l u e n c e  w h e n  t h e  e r r o r s  a r e  d r a w n  f r o m  t h e  L a p l a c e  d i s t r i b u t i o n ,  
o f f e r s  a  f u r t h e r  a r e a  o f  r e s e a r c h .
5.3 TRANSFORMATION AND THE GAMMA DISTRIBUTION
T h e  gam m a d i s t r i b u t i o n  i s  o n e  o f  t h e  m o s t  i m p o r t a n t  
p a r a m e t r i c  m o d e l s  i n  t h e  a n a l y s i s  o f  l i f e t i m e  d a t a .  C h a p t e r  3 
c o n s i d e r s  t h e  s i t u a t i o n  w h e r e  t h e  r e s p o n s e s  a r e  i n d e p e n d e n t  a n d  
t h e  d i s t r i b u t i o n a l  a s s u m p t i o n  t h a t  t h e  r e s p o n s e s  f o l l o w  t h e  gam m a 
d i s t r i b u t i o n  (k n o w n  o r d e r )  i s  n o t  s a t i s f i e d .  I n s t e a d ,  t h e  e r r o r s  
f o l l o w  so m e  o t h e r  k n o w n  d i s t r i b u t i o n .  An i n f o r m a t i o n  n u m b e r
a p p r o a c h  i s  a d o p t e d  f o r  s e l e c t i n g  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  t o  t h e  gam ma 
d i s t r i b u t i o n  a n d  i s  b a s e d  o n  t h e  k n o w n  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  
r e s p o n s e  v a r i a b l e .  T h e  K u l l b a c k - L e i b l e r  i n f o r m a t i o n  n u m b e r  i s  
u s e d  a s  a  m e a s u r e  o f  d i s c r e p a n c y  b e t w e e n  tw o  d i s t r i b u t i o n s .  T h e  
t r a n s f o r m a t i o n  p a r a m e t e r  a n d  t h e  gam m a s c a l e  p a r a m e t e r  a r e  c h o s e n  
t o  m i n i m i s e  t h e  i n f o r m a t i o n  n u m b e r  b e t w e e n  t h e  t r u e  d e n s i t y  o f  t h e  
t r a n s f o r m e d  v a r i a b l e  a n d  t h e  d e n s i t y  o f  t h e  gam m a d i s t r i b u t i o n  
(k n o w n  o r d e r ) .  T h e  a p p r o a c h  y i e l d s  e s t i m a t e s  w h ic h  a r e  t h e  
l i m i t i n g  v a l u e s  o f  t h e  m axim um  l i k e l i h o o d  e s t i m a t e s  ( D r a p e r  a n d  
G u t tm a n ,  1 9 6 8 ) .
T h e  i n f o r m a t i o n  n u m b e r  a p p r o a c h  i s  i l l u s t r a t e d  f o r  t h e  
l o g n o r m a l ,  W e i b u l l  a n d  P a r e t o  f a m i l i e s  o f  p d f ' s .  T h e  im p r o v e m e n t  
t o w a r d s  t h e  gam m a d i s t r i b u t i o n  i n t r o d u c e d  b y  t r a n s f o r m a t i o n  i s  
a s s e s s e d  n u m e r i c a l l y  a n d  g r a p h i c a l l y .  T h e  im p r o v e m e n t  i s  
s u b s t a n t i a l  w h e n  t h e  u n d e r l y i n g  d i s t r i b u t i o n  i s  W e i b u l l  o r  
l o g n o r m a l ,  b u t  t r a n s f o r m i n g  i s  n o t  s u c c e s s f u l  f o r  t h e  P a r e t o  
d i s t r i b u t i o n .  T h e  i n f o r m a t i o n  n u m b e r  a p p r o a c h  h a s  t h e  a d d i t i o n a l  
a d v a n t a g e  t h a t  i t  d e t e r m i n e s  t h e  l o g n o r m a l  a n d  W e i b u l l  
d i s t r i b u t i o n s  t h a t  a r e  c l o s e s t  t o  a  gam m a d i s t r i b u t i o n ,  a s  
m e a s u r e d  b y  K u l l b a c k - L e i b l e r  d i v e r g e n c e .
T h e  i n f o r m a t i o n  n u m b e r  a p p r o a c h  h a s  p r o d u c e d  so m e  u s e f u l  
r e s u l t s  f o r  t r a n s f o r m i n g  t o  t h e  gam m a d i s t r i b u t i o n .  T h e  s e a r c h  
f o r  a l t e r n a t i v e  m e a s u r e s  o f  d i s c r e p a n c y  t o  K u l l b a c k - L e i b l e r  
i n f o r m a t i o n  n u m b e r  m i g h t  p r o v e  f r u i t f u l  a n d  s t i l l  m o re  
i n f o r m a t i v e .
T h e  gam m a d i s t r i b u t i o n  i s  t h e  c e n t r a l  m e m b e r  o f  t h e
-85-
P e a r s o n  f a m i l y  o f  d i s t r i b u t i o n s .  We c o u l d  a l s o  e a q p lo r e  t h e  m e r i t  
o f  t r a n s f o r m i n g  t o  t h e  c e n t r a l  m e m b e rs  o f  o t h e r  f a m i l i e s  o f  
d i s t r i b u t i o n s ,  l i k e  t h e  J o h n s o n  o r  B u r r  f a m i l i e s  ( O r d ,  1 9 7 2 ) .
5.4 TRANSFORMATION, MODEL TESTING AND ESTIMATION
A g r a p h i c a l  t e c h n i q u e  i s  p r o p o s e d  i n  C h a p t e r  4  f o r
e s t i m a t i n g  t r a n s f o r m a t i o n s  o f  t h e  i n d e p e n d e n t  r e s p o n s e s  s o  t h a t  
t h e  t r a n s f o r m e d  d a t a  f o l l o w  d i s t r i b u t i o n s  w h ic h  a r e  n o t  d e p e n d e n t  
o n  a n  u n k n o w n  s h a p e  p a r a m e t e r .  T h e  t e c h n i q u e  i s  e x t e n d e d  t o  
i n c l u d e  m o d e l  t e s t i n g  a n d  e s t i m a t i o n  f o r  t h e s e  d i s t r i b u t i o n s  a n d  
f o r  a n y  p r o p o s e d  d i s t r i b u t i o n  w h ic h  w i t h  t h e  a i d  o f  a  p o w e r  
t r a n s f o r m a t i o n  c a n  b e  p u t  i n  t h e  s i m p l e  f o r m  o f  a  d i s t r i b u t i o n  
d e p e n d e n t  o n l y  o n  u n k n o w n  t h r e s h o l d  a n d  s c a l e  p a r a m e t e r s . T h e  
t e c h n i q u e  i s  b a s e d  o n  a  r a t i o  w h ic h  i s  c o n s t r u c t e d  f r o m  t h e  p o w e r  
t r a n s f o r m a t i o n .  T h e  p r o p e r t i e s  o f  t h e  r a t i o  f o r  a  h y p o t h e s i s e d  
d i s t r i b u t i o n  m ay  b e  u s e d  t o  j u d g e  t h e  c o r r e c t n e s s  o f  t h e
d i s t r i b u t i o n  am d t o  s u p p l y  e s t i m a t e s  o f  t h e  p a r a m e t e r s  o f  t h e  
d i s t r i b u t i o n  w h e n  i t  a p p e a r s  r e a s o n a b l e . T h e  t e s t  f o r  t h e
d i s t r i b u t i o n  u s u a l l y  t a k e s  t h e  f o r m :  t h e  p l o t  o f  t h e  r a t i o  f o r
t h e  d a t a  w i l l  b e  a  s t r a i g h t - l i n e  p l o t  i f  t h e  h y p o t h e s i s e d  
d i s t r i b u t i o n  i s  t h e  t r u e  u n d e r l y i n g  d i s t r i b u t i o n . T h i s  i s  a  
u s e f u l  p r o p e r t y  a s  d e p a r t u r e  f r o m  a  s t r a i g h t  l i n e  i s  e a s y  t o  
j u d g e .
F o r  t h e  c a s e  o f  t r a n s f o r m i n g  t o  t h e  u n i f o r m  d i s t r i b u t i o n ,  
t h e  r a t i o  i s  t h e  r e c i p r o c a l  o f  t h e  d e n s i t y  f u n c t i o n  o f  t h e
u n d e r l y i n g  d i s t r i b u t i o n .  F o r  t h e  c a s e  o f  t r a n s f o r m i n g  t o  t h e
e x p o n e n t i a l  d i s t r i b u t i o n ,  t h e  r a t i o  i s  t h e  r e c i p r o c a l  o f  t h e  
f a i l u r e  r a t e  o f  t h e  u n d e r l y i n g  d i s t r i b u t i o n .  T h e  g e n e r a l i z a t i o n  
o f  t h e  r a t i o  f o r  t r a n s f o r m i n g  t o  a  d i s t r i b u t i o n  w h ic h  i s  n o t  
d e p e n d e n t  o n  a n  u n k n o w n  s h a p e  p a r a m e t e r ,  t a k e s  t h e  f o r m  o f  t h e  
r e c i p r o c a l  o f  t h e  g e n e r a l i s e d  f a i l u r e  r a t e  ( B a r lo w  a n d  V an  Z w e t ,  
1 9 6 9 ) .
T r a n s f o r m i n g  t o  t h e  e x p o n e n t i a l ,  G u m b e l a n d  n o r m a l
d i s t r i b u t i o n s  i s  t r e a t e d  i n  d e t a i l  i n  C h a p t e r  4 ,  l e a d i n g  t o  t h e  
d e v e lo p m e n t  o f  m o d e l  t e s t i n g  a n d  e s t i m a t i o n  p r o c e d u r e s  f o r  n o t  
o n l y  t h e s e  d i s t r i b u t i o n s ,  b u t  t h e  u n i f o r m ,  P a r e t o ,  W e i b u l l  a n d
l o g n o r m a l  d i s t r i b u t i o n s  a l s o .  T h e  p r o c e d u r e s  a p p l y  i d e n t i c a l l y  
t o  t h e  W e i b u l l  a n d  l o g n o r m a l  d i s t r i b u t i o n s  b e c a u s e  t h e  W e i b u l l  
d i s t r i b u t i o n  i s  t r a n s f o r m e d  t o  t h e  G u m b e l d i s t r i b u t i o n  i n  t h e  sa m e  
w a y  t h a t  t h e  l o g n o r m a l  d i s t r i b u t i o n  i s  t r a n s f o r m e d  t o  t h e  n o r m a l  
d i s t r i b u t i o n .  T h e  r a t i o  f o r  b o t h  d i s t r i b u t i o n s  i s  c o n s t r u c t e d  
f r o m  t h e  l o g  t r a n s f o r m a t i o n .
T h e  m a in  s t r e n g t h  o f  t h e  r a t i o  c o n c e p t  i s  i t s  g e n e r a l i t y  
a n d  a p p l i c a b i l i t y  t o  t e s t i n g  f o r  a n d  e s t i m a t i n g  a  v a r i e t y  o f
d i s t r i b u t i o n s .  A n o t h e r  i m p o r t a n t  a d v a n t a g e  i s  t h a t  i t  c a n  b e  u s e d  
e f f e c t i v e l y  w i t h  s i n g l y  T y p e  1  a n d  T y p e  2 c e n s o r e d  d a t a .  T h e  
i t e r a t i v e  p r o c e d u r e  f o r  e s t i m a t i n g  t h e  t h r e s h o l d  p a r a m e t e r  o f  t h e  
W e i b u l l  a n d  l o g n o r m a l  d i s t r i b u t i o n s ,  w h ic h  i s  d e s c r i b e d  i n  C h a p t e r  
4 ,  i s  a  f u r t h e r  d e v e l o p m e n t  o f  t h e  r a t i o  c o n c e p t .  A l s o  p r e s e n t e d  
a r e  t h e  r e s u l t s  o f  a  s i m u l a t i o n  s t u d y  c o n d u c t e d  t o  c o m p a r e  t h e  
p e r f o r m a n c e s  o f  r a t i o  e s t i m a t i o n  a n d  m o d i f i e d  m axim um  l i k e l i h o o d  
e s t i m a t i o n  ( C o h e n  a n d  W h i t t e n ,  1 9 8 2 )  f o r  t h e  t h r e e - p a r a m e t e r
-87-
W e i b u l l  d i s t r i b u t i o n  a n d  s m a l l  t o  m o d e r a t e  s i z e d  s a m p l e s .  R a t i o  
e s t i m a t i o n  h a s  f o u r  d e f i n i t e  a d v a n t a g e s  o v e r  m o d i f i e d  m axim um  
l i k e l i h o o d  e s t i m a t i o n .  F i r s t ,  i t  d o e s  n o t  i n v o l v e  n u m e r i c a l l y  
s o l v i n g  n o n l i n e a r  e q u a t i o n s .  S e c o n d ,  e s t i m a t e s  a r e  a l w a y s  f o u n d  
a n d  t h i r d ,  t h e  s i m u l a t i o n  s t u d y  s h o w s  t h a t  t h e  r a t i o  e s t i m a t o r s  
p e r f o r m  b e t t e r  a s  f a r  a s  b i a s  a n d  r o o t  m e a n  s q u a r e d  e r r o r  a r e  
c o n c e r n e d .  F i n a l l y ,  r a t i o  p l o t t i n g  i s  a  p o w e r f u l  t o o l  f o r  
s c r e e n i n g  d a t a  f o r  o u t l i e r s ,  i n f l u e n t i a l  o b s e r v a t i o n s  a n d  t h e  
p r e s e n c e  o f  m i x t u r e s  ( o r  c o n t a m i n a t i o n ) .  O u t l i e r s  a n d  i n f l u e n t i a l  
o b s e r v a t i o n s  a p p e a r  a s  o b s e r v a t i o n s  s e p a r a t e d  f ro m  t h e  r e s t  o f  t h e  
s a m p l e .  U n d e r l y i n g  m i x t u r e s  o f  d i s t r i b u t i o n s  s u r f a c e  a s  s t r a i g h t  
l i n e  s e g m e n t s  i n  t h e  r a t i o  p l o t .  T h e  u s e  o f  t h e  r a t i o  p l o t t i n g  
t e c h n i q u e  f o r  c h e c k i n g  d i s t r i b u t i o n s ,  d e t e c t i n g  o u t l i e r s ,  
i n f l u e n t i a l  o b s e r v a t i o n s  a n d  c o n t a m i n a t i o n  a n d  f o r  s u p p l y i n g  
e s t i m a t e s  w i t h i n  a  m o d e l ,  i s  i l l u s t r a t e d  f o r  r e a l  d a t a  i n  C h a p t e r  
4 .
T h e  r a t i o  c o n c e p t  o f f e r s  s e v e r a l  i n t e r e s t i n g  a r e a s  o f  
r e s e a r c h  w h ic h  i n v i t e  f u t u r e  i n v e s t i g a t i o n .  T h e s e  a r e  i n t r o d u c e d  
b r i e f l y  h e r e .
T h e  l o g - l o g i s t i c  d i s t r i b u t i o n  i s  r e l a t e d  v i a  t h e  l o g  
t r a n s f o r m a t i o n ,  t o  t h e  l o g i s t i c  d i s t r i b u t i o n .  T h i s  s u g g e s t s  t h a t  
t h e  m o d e l  t e s t i n g  a n d  e s t i m a t i o n  p r o c e d u r e  p r o p o s e d  f o r  t h e  
W e i b u l l  a n d  l o g n o r m a l  d i s t r i b u t i o n s ,  i s  i m m e d i a t e l y  a p p l i c a b l e  t o  
t h e  l o g - l o g i s t i c  d i s t r i b u t i o n .  T h e  p e r f o r m a n c e  o f  t h e  p r o c e d u r e  
f o r  t h e  l o g - l o g i s t i c  d i s t r i b u t i o n  n e e d s  t o  b e  a s s e s s e d  a n d  t h e
-88-
a n d  t h e  s e a r c h  f o r  o t h e r  d i s t r i b u t i o n s  t h a t  l e n d  t h e m s e l v e s  t o  t h e  
r a t i o  c o n c e p t  c o u l d  p r o v e  w o r t h w h i l e .
T h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  r a t i o  c o n c e p t  t o  t h e  G u m b el 
d i s t r i b u t i o n  w a s  d i s c u s s e d  i n  C h a p t e r  4 .  T h e  G u m b e l d i s t r i b u t i o n  
i s  a  s p e c i a l  c a s e  o f  t h e  g e n e r a l i s e d  e x t r e m e  v a l u e  d i s t r i b u t i o n  
w h o s e  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  m ay  b e  w r i t t e n  a s
F(y)
1 -  e x p [ - { l  +  k ( y - v ) / © } 1 / k ] ( k  *  0 )
( 5 . 4 . 1 )
1  -  e x p [ -  e x p { ( y ~  v ) / © } ]  ( k  «  0 ) ,
w h e r e  k  i s  a  s h a p e  p a r a m e t e r .  T h e  c a s e  k  =  0  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  
G u m b e l o r  F i s h e r - T i p p e t t  t y p e  I  e x t r e m e  v a l u e  d i s t r i b u t i o n  w h i l e
t h e  c a s e s  k  > 0  a n d  k  < 0  c o r r e s p o n d  t o  t h e  F i s h e r - T i p p e t t  t y p e s
I I  a n d  I I I  r e s p e c t i v e l y .  T h e  g e n e r a l i s e d  e x t r e m e  v a l u e  
d i s t r i b u t i o n  i s  r e l a t e d  t o  t h e  G u m b e l d i s t r i b u t i o n  b y  t h e  e a s i l y  
sh o w n  f a c t  t h a t  i f  Y h a s  a  g e n e r a l i s e d  e x t r e m e  v a l u e  d i s t r i b u t i o n  
w i t h  c u m u l a t i v e  ( 5 . 4 . 1 ) ,  t h e n
\Jj( Y )  -  l o g  [ l  +  k ( y - v ) / © ]  ( 5 . 4 . 2 )
h a s  a  s t a n d a r d  G u m b e l d i s t r i b u t i o n .
I t  i s  o f t e n  o f  i n t e r e s t  i n  h y d r o l o g y  t o  t e s t  w h e t h e r  a  
s a m p le  o f  d a t a  f o l l o w  a  G u m b e l r a t h e r  t h a n  a  g e n e r a l i s e d  e x t r e m e  
v a l u e  d i s t r i b u t i o n .  T h i s  i s  e q u i v a l e n t  t o  t e s t i n g  w h e t h e r  k  =  o  
i n  t h e  g e n e r a l i s e d  e x t r e m e  v a l u e  d i s t r i b u t i o n .  T h e  r a t i o  f o r  
t r a n s f o r m i n g  t h e  g e n e r a l i s e d  e x t r e m e  v a l u e  d i s t r i b u t i o n  t o  t h e  
G u m b e l d i s t r i b u t i o n  i s  o f  t h e  fo rm
R ( y ) -  © +  k ( y - v ) .  ( 5 . 4 . 3 )
T h e  s h a p e  p a r a m e t e r  k  c a n  b e  e s t i m a t e d  a s  t h e  s l o p e  o f  t h e  l i n e
f i t t e d  t o  t h e  r a t i o  p l o t . A h o r i z o n t a l  b a n d  o f  p o i n t s  i s
-89-
i n d i c a t i v e  o f  t h e  G u m b e l d i s t r i b u t i o n .  T h e  r a t i o  p l o t  c a n  a l s o  
i d e n t i f y  o b s e r v a t i o n s  t h a t  a r e  i n f l u e n c i n g  t h e  s e l e c t i o n  o f  t h e  
s h a p e  p a r a m e t e r .
T h i s  a r g u m e n t  c o u l d  b e  d e v e l o p e d  f u r t h e r ,  r e s u l t i n g  
p e r h a p s  i n  a  f o r m a l  n u m e r i c a l  t e s t  o f  t h e  h y p o t h e s i s  t h a t  k  =  o .  
P o w e r  c o m p a r i s o n s  c o u l d  t h e n  b e  m a d e  w i t h  c o m p e t i n g  t e s t  
p r o c e d u r e s  ( H o s k i n g ,  1 9 8 4 ) .
T h e  w h o le  s u b j e c t  o f  h y p o t h e s i s  t e s t i n g  a n d  
g o o d n e s s - o f - f i t  c o u l d  b e  e x p l o r e d  f u r t h e r  f o r  t h e  r a t i o  c o n c e p t .  
M any o f  t h e  g r a p h i c a l  t e s t s  d e s c r i b e d  f o r  h y p o t h e s i s e d  
d i s t r i b u t i o n s  r e l i e d  o n  s t r a i g h t - l i n e  p l o t s  w i t h  d e p a r t u r e  f r o m  a  
f i t t e d  s t r a i g h t  l i n e  m e a s u r i n g  t h e  d i s c r e p a n c y  f ro m  t h e  
h y p o t h e s i s e d  d i s t r i b u t i o n .  A f o r m a l  n u m e r i c a l  t e s t  o f  g o o d n e s s - o f  
- f i t  f o r  t h e  h y p o t h e s i s e d  d i s t r i b u t i o n  c o u l d  p e r h a p s  b e  b a s e d  o n  
t h e  su m  o f  s q u a r e s  o f  t h e  r e s i d u a l s  f o r  t h e  f i t t e d  l i n e .  U n e q u a l  
v a r i a n c e s  a n d  s e r i a l  c o r r e l a t i o n  a r e  c o m p l i c a t i n g  f a c t o r s .  T h i s  
a n d  o t h e r  p o s s i b l e  a p p r o a c h e s  b a s e d  o n  t h e  r a t i o  c o n c e p t ,  m ay  b e  
w o r t h y  o f  f u r t h e r  i n v e s t i g a t i o n .
T h e  c o m p a r i s o n  o f  d i s t r i b u t i o n s  i s  a n o t h e r  a r e a  o f  
h y p o t h e s i s  t e s t i n g  w h e r e  t h e  r a t i o  c o n c e p t  c o u l d  b e  a p p l i e d .  W hen 
t h e  d i s t r i b u t i o n s  a r e  t h r e e - p a r a m e t e r  W e i b u l l  d i s t r i b u t i o n s  t h e  
m a in  i n t e r e s t  i s  i n  c o m p a r in g  s h a p e  a n d  t h r e s h o l d  p a r a m e t e r s . 
C o n s i d e r  r a n d o m  s a m p l e s  f r o m  m W e i b u l l  d i s t r i b u t i o n s .  T h e  f i r s t  
s t e p  i s  t o  e s t i m a t e  r a t i o  p l o t s  f o r  t h e  m s a m p l e s  a n d  f i t  
r e g r e s s i o n  l i n e s  t o  t h e  p l o t s . T e s t i n g  f o r  a  com m on s h a p e  
p a r a m e t e r  i s  now  e q u i v a l e n t  t o  t e s t i n g  f o r  p a r a l l e l  r e g r e s s i o n  
l i n e s .  T e s t i n g  f o r  a  com m on t h r e s h o l d  p a r a m e t e r  i s  e q u i v a l e n t  t o
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t e s t i n g  w h e t h e r  t h e  r e g r e s s i o n  l i n e s  h a v e  e q u a l  i n t e r c e p t s  o n  t h e  
h o r i z o n t a l  a x i s ,  b u t  s l o p e s  a r e  a r b i t r a r y .  T e s t i n g  f o r  n o  s a m p le  
d i f f e r e n c e  i n  t h e  W e i b u l l  d i s t r i b u t i o n s  i s  e q u i v a l e n t  t o  t e s t i n g  
f o r  e q u a l  r e g r e s s i o n  l i n e s .
T h i s  a r g u m e n t  c o u l d  p e r h a p s  b e  u s e d  a s  a  b a s i s  f o r  
d e v i s i n g  f o r m a l  t e s t  p r o c e d u r e s  f o r  c o m p a r i s o n  o f  W e i b u l l  
d i s t r i b u t i o n s ,  w i t h  i m m e d ia t e  a p p l i c a t i o n  t o  t h e  l o g n o r m a l  a n d  
l o g - l o g i s t i c  d i s t r i b u t i o n s .  T h e  a r g u m e n t  c o u l d  b e  e x t e n d e d  t o  
t e s t i n g  w h e t h e r  g e n e r a l i s e d  e x t r e m e  v a l u e  d i s t r i b u t i o n s  h a v e  a  
com m on s h a p e  p a r a m e t e r  a n d  m o d i f i e d  f o r  t h e  c o m p a r i s o n  o f  a  
v a r i e t y  o f  o t h e r  d i s t r i b u t i o n s .
T h e  h a z a r d  f u n c t i o n  o r  f a i l u r e  r a t e  i s  a  v e r y  u s e f u l  
f u n c t i o n  i n  l i f e  t e s t i n g ,  s i n c e  i t  d e s c r i b e s  t h e  w a y  i n  w h ic h  t h e  
i n s t a n t a n e o u s  p r o b a b i l i t y  o f  d e a t h  f o r  a n  i n d i v i d u a l  c h a n g e s  w i t h  
t i m e .  T h e  f a i l u r e  r a t e  i s  d e f i n e d  a s
h ( Y )  -  ;  V • ( 5 , 4 . 4 )
1  -  F ( y )
I t  w a s  e x p l a i n e d  i n  C h a p t e r  4  t h a t  f o r  t h e  c a s e  o f  t r a n s f o r m i n g  t o  
t h e  e x p o n e n t i a l  d i s t r i b u t i o n  t h e  r a t i o  i s  t h e  r e c i p r o c a l  f a i l u r e  
r a t e  a n d  t h e  r a t i o  p l o t  c a n  b e  a s s e s s e d  a s  t h e  i n v e r t e d  p l o t  o f  
t h e  f a i l u r e  r a t e .  B e c a u s e  o f  t h i s  p r o p e r t y ,  t h e  r a t i o  p l o t  c o u l d  
b e  u s e d  t o  g r a p h i c a l l y  t e s t  f o r  a  c o n s t a n t  f a i l u r e  r a t e  a g a i n s t  
t h e  a l t e r n a t i v e  o f  a  f a i l u r e  r a t e  i n v o l v i n g  a  c h a n g e  p o i n t ,  
d e f i n e d  a s
•T h is  f u n c t i o n  h a s  t h r e e  u n k n o w n  p a r a m e t e r s  w h ic h  c o u l d  b e  
e s t i m a t e d  f r o m  t h e  r a t i o  p l o t .  T h i s  h a s  im m e d ia te  a p p l i c a t i o n  i n  
t h e  f i e l d  o f  l e u k e m i a  r e s e a r c h /  w h e r e  r e s e a r c h e r s  a r e  i n t e r e s t e d  
i n  d e t e r m i n i n g  w h e t h e r  a  n ew  t h e r a p y  c a u s e s  a  d e p a r t u r e  f r o m  a  
c o n s t a n t  r e l a p s e  r a t e  a f t e r  r e m i s s i o n  i n d u c t i o n .  T h e  d e p a r t u r e  i s  
t h a t  f o r  w h ic h  a  c o n s i d e r a b l e  r e d u c t i o n  i n  r e l a p s e  r a t e  o c c u r s  
a f t e r  a  c o n s t a n t  r e l a p s e  r a t e  h a s  b e e n  e v i d e n t  f o r  so m e p e r i o d  
a f t e r  i n d u c t i o n .
I t  f o l l o w s  f r o m  t h e  d e f i n i t i o n  o f  t h e  f a i l u r e  r a t e  g i v e n  
i n  ( 5 . 4 . 4 )  t h a t  t h e  p r o b a b i l i t y  d e n s i t y  f u n c t i o n  f ( y )  a n d  t h e  
d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  F ( y )  c a n  b e  d e t e r m i n e d  f r o m  t h e  f u n c t i o n a l  
f o r m  o f  t h e  f a i l u r e  r a t e .  T h e  c o n d i t i o n s  F ( 0 “ ) =  0  a n d  F(*H») =  1  
a r e  a s s u m e d .  We h a v e  f r o m  ( 5 . 4 . 4 )  t h a t
o r
T h u s ,
g i v i n g
t>(y)dy -  V  
l - F ( y )
r t
h ( y ) d y  -  -  l o g [ l  -  F ( y ) ]
l o g 1  -  F ( t )0v-/
&•1H h ( y ) d y ,
o
1  -  F ( t )  =  e x p
• t
- h ( y ) d y
<>
( 5 . 4 . 6 )
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T a k i n g  d e r i v a t i v e s ,  w e f i n d  t h a t
. t
f ( t )  =  h ( t )  e x p - h ( y ) d y
L c>
(5*4,7)
T h i s  t e c h n i q u e  h a s  b e e n  u s e d  t o  d e v e l o p  f a i l u r e  d i s t r i b u t i o n s . 
T h e  g e n e r a l i s a t i o n  o f  t h e  r a t i o  f o r  t r a n s f o r m i n g  t o  a  d i s t r i b u t i o n  
w h ic h  d o e s  n o t  d e p e n d  o n  a n  u n k n o w n  s h a p e  p a r a m e t e r ,  i s  t h e  
r e c i p r o c a l  o f  t h e  g e n e r a l i s e d  f a i l u r e  r a t e .  I t  f o l l o w s  t h a t  new  
d i s t r i b u t i o n s  c o u l d  p e r h a p s  b e  d e v e l o p e d  f r o m  c o n s i d e r a t i o n  o f  t h e  
f u n c t i o n a l  f o r m  o f  t h e  r a t i o  f o r  t r a n s f o r m i n g  t o  d i s t r i b u t i o n s  
o t h e r  t h a n  t h e  e x p o n e n t i a l  d i s t r i b u t i o n .
5.5 FINAL REMASKS
T h e  t r a n s f o r m a t i o n  m e th o d s  o f  t h i s  w o rk  h a v e  p r o d u c e d  so m e 
i n t e r e s t i n g  r e s u l t s  a n d  u s e f u l  a p p l i c a t i o n s .  V a r i o u s  e x t e n s i o n s  
o f  t h e s e  m e th o d s  a n d  r e c o m m e n d a t io n s  f o r  f u r t h e r  w o r k  h a v e  b e e n  
s u g g e s t e d .  Som e p r e l i m i n a r y  a s p e c t s  o f  f u r t h e r  w o rk  h a v e  b e e n  
e x a m in e d  b u t  f u r t h e r  r e s e a r c h  i s  w a r r a n t e d . Som e o f  t h e  
e x t e n s i o n s  a n d  a r e a s  w h ic h  r e q u i r e  f u r t h e r  i n v e s t i g a t i o n  a p p e a r  t o  
b e  q u i t e  s t r a i g h t f o r w a r d  b u t  a r e  b y  n o  m e a n s  c o m p l e t e .  O t h e r  
e l e m e n t s  a r e  c o n s i d e r a b l y  l e s s  o b v i o u s  a n d  p r o v i d e  c h a l l e n g i n g  
a r e a s  o f  r e s e a r c h .
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APPENDIX A
THE STABILIZED PROBABILITY PLOT
L e t  t  < * . .< f c n  b e  a n  o r d e r e d  r a n d o m  s a m p le  w i t h  u n d e r l y i n g  
d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  F  a n d  s u p p o s e  a  c o n t i n u o u s  l o c a t i o n - s c a l e  
d i s t r i b u t i o n  F 0{ ( t - j i ) / c r }  i s  h y p o t h e s i s e d .  T h e n  t h e  s t a b i l i s e d  
p r o b a b i l i t y  p l o t  i s  f o r m e d  b y  p l o t t i n g
v ± *  ( 2/ t r )  a r c s i n C F j / ^ K t i - j O / f f } ]  ( A . l )
a g a i n s t
\i^  *  ( 2 / it) a r c s in tp .^ 1/ * ]  ( A . 2 )
f o r  i * l , . . . , n ,  w h e r e  p ^  i s  t h e  p l o t t i n g  p o s i t i o n .  F o r  t h e  
h y p o t h e s i s  o f  n o r m a l i t y  t h e  p l o t t i n g  p o s i t i o n  i s  p ^  =  
( i - 3 / 8 ) / ( n + 1 / 4 ) a n d  ~  ( i - 1/2  ) / n  i s  c h o s e n  f o r  u s e  w i t h  a  
p r o p o s e d  e x p o n e n t i a l  m o d e l .  T h e  p a r a m e t e r s  p. a n d  cr i n  ( A . l )  a r e  
r e p l a c e d  b y  t h e i r  m ax im um  l i k e l i h o o d  e s t i m a t e s .
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APPENDIX B
MINIMISING THE INFORMATION NUMBER
The information number between the true density of the 
transformed variable Z and the gamma density is
£x(z) log
Sm,e<z >
dz. (B.l)
This can be re-expressed as
Ef{log[f*(z>]} - Ef{logCgnie(z)]}, 
which can be expanded to
(B.2)
Ef[log[fx{z)]} - X(m-l)Ef (logy) + ^  Ef(yx) + log(T(m)3 
+ m log e,
e
x * o
(B.3)
E f { l o g [ f x ( z ) ] }  -  ( m - l ) E f [ l o g ( l o g y ) ]  + A E f ( l o g y )  +  l o g [ r ( m ) ]
+ m log e. x =* o,
giving
E f { l o g [ f ( y ) ] }  -  ( x - l ) E f ( l o g y ) -  l o g  X -  X ( m - l ) E f ( l o g y )
+  — E .p (y x ) +  l o g [ r ( m ) ]  +  m l o g © ,  X /  0  
© t
E f { l o g [ f ( Y ) ] }  +  E f ( l o g  y ) -  ( m - l ) E f  [ l o g (  l o g  y ) ]  +  ^  E f ( l o g y )  
+  l o g f T ( m ) 3  +  m l o g © ,  X «  0 .
(B.4)
For X fixed, the minimising value of 8 is
-?5r-
e* ( x)
5
5  E f ( l o g y ) ,
X * 0 
X *  0
(B.5)
S u b s t i t u t i o n  o f  t h i s  e x p r e s s i o n  f o r  9* ( X ) i n  ( B . 4 )  g i v e s  t h e  
i n f o r m a t i o n  n u m b e r  a s  a  f u n c t i o n  o f  X
Ef[log[f(y)]J + (1-mX)Ef(log y ) - log X + m
K (X )
+  l o g [ T ( m ) ]  -  m l o g m  +  m l o g [ E f ( y A ) 3 ,  X *  0
( B.6 )
E f { l o g [ f ( y ) ] ]  +  E f ( l o g y ) -  (m - 1  )E f [ l o g < l o g y > ]
+  m +  l o g [ r ( m > ]  -  m l o g m  +  m l o g [ E f ( l o g  y ) 3 #  X =  0 ,
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APPENDIX C
ESTIMATION OF THE RATIO PLOT
C o n s i d e r  t h e  o r d e r e d  s a m p le  Y x < Y z  < . . .  < y n  a n d  t h e  s a m p le  
c u m u l a t i v e  o f  t h e  f o r m
F * ( Y i>  -  P ± . < C . l )
A t  e a c h  y i#  F *  h a s  a  ju m p  o f  s i z e  8 amd m ay  b e  s m o o th e d  b y
c o n n e c t i n g  t h e  p o i n t s  F * (  y ^ ) b y  s t r a i g h t  l i n e s .  A n e s t i m a t e  o f
f p - ^ t )  i s  p r o v i d e d  b y  t h e  s l o p e  o f  t h e  l i n e  c o n n e c t i n g  F * ( y [ t / s ] )  
am d F * < y t t / 8] + l > '  vrtierG  i s  l a r g e s t  i n t e g e r  l e s s  t h a n  x .
T h e  s l o p e  i s
s {y [ t / 8] + l  ~  y [ t / 8]}  A <C*2 )
am d h e n c e  t h e  g r a p h  o f  R ( y )  m ay b e  e s t i m a t e d  b y  p l o t t i n g
( Y i+ x  “  Y i  )4>$’~;L( P i ) / 6 a g a i n s t  ( Y i  +  y i + i )/2 f o r  i  *  1 , 2 , . . . ,  n - 1 .
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